Zahvaljujem DruStvu matematicara Srbije (http://www.dms.org.rs/) i njegovom predsjedniku dr. Zoranu Kadelburgu
na dopustenju da iz ¢asopisa "Matematicki list za u¢enike osnovne Skole" skeniram stranice koje sadrze
zadatke 1 rjeSenja s republickih natjecanja (SR Hrvatke) i saveznih natjecanja (SFRJ)

1 skenove objavim na web stranici http://public.carnet.hr/mat-nat; .

Antonija Horvatek
http://public.carnet.hr/~ahorvate/
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ZADACI SA REPUBLICKOG NATJECANJA UCENIKA OSNOVNIH SKOLA
SR HRVATSKE

(Natjecatelji su rjeSavali zadatke u dvije skupine. Prva skupina je sadrzavala elemen-
tarne zadatke koje ovdje necemo navoditi.)

VII RAZRED

1. DokaZi ovu tvrdnju: ako se u unutradnjosti jednakostraniénog trokuta
odabere bilo koja totka, tada je zbroj udaljenosti od te tocke do stranica trokuta
jednak visini trokuta.

2. Da li postoji takav prirodni broj koji ima ovo svojstva: ako se prva zna-
menka izbride i dopiSe iza poslednje znamenke, tada je novi broj pet puta veéi od
starog (pocetnog)?

3. Ima li viSe onih Cetveroznamenkastih brojeva koji se mogu prikazati kao
umnoZak dvaju dvoznamenkastih brojeva ili onih koji se ne mogu tako prikazati?

4. Dokazati da je u pravokutnom ftrokutu simetrala pravog kuta takoder
i simetrala kuta 3to ga Cine teZiSnica i visina iz vrha pravog kuta.

VI RAZRED

1. Ima li viSe onih Zetveroznamenkastih brojeva koji se mogu prikazati kao
umnoZak dvaju dvoznamenkastih brojeva ili onih koji se ne mogu tako prikazati?

2. Zadan je trapez ABCD s paralelnim stranicama AB i CD. Izrac¢unaj opseg
tog trapeza ako je poznato da je dijagonala BD okomita na stranicu AB, da dijago-
nala AC raspolavlja kut DAB, te da se dijagonale sijeku u tolki § tako da je d (8, §)=
=1, d(§, D)=2.

3. Odredi sve parove prirodnih brojeva za koje je razlika izmedu njihovog
najmanjeg zajedniCkog viSekratnika i najveée zajedni¢ke mjere jednaka 30.

4. Dvije kruZnice ¢iji se polumjeri odnose kao 1 : 3 dodiruju se izvana. lzrazi
ploitinu lika kojeg zatvaraju zajednifka tangenta i kruZnice pomoc¢u polumjera manje

kruZnice. E
RjeSenja zadataka 4\
4

1. Oznalimo sa. x, y i z okomita odstojanja /h \
proizvoljne to¢ke M od stranica trokuta (sl. 1). Plos-
tina trokuta ABC jednaka je zbroju ploitina trokuta A !
ABM, BCM i ACM, &o daje jednadibu: M
1 1 1 1 |
T ax+—2‘ay+-j—az 26§ ah. Posle skradivanja sa 3% o
dobijamo: x+y+z=Hh, §to se i tvrdilo. A St t B

2. Ako sa x oznadimo prvu znamenku trazenog broja, treba da bude zadovo-
ljen uvjet: 5xy=10y+x, Da bi broj 5 Xy bio sa istim brojem znamenaka kao i
broj 10y+x, mora biti x=1. Medutim, tada broj 10y-+x ne moze biti djeljiv sa §
i ne moZe biti jednak 5 xy. TraZeni broj ne postoji.

3. Dvoznamenkastih brojeva ima 90. Ako bi produkt svaka dva dvoznamen-
kasta bio ¢etvoroznamenkast, tada bi ovih produkata bilo ukupno 90-90/2=4 050,
a to je manje od polovine (5000) ukupnog broja detverozmamenkastih brojeva.
Prema tome, viSe je Cetveroznamenkastih brojeva koji nisu produkt dvaju dvozna-
menkastih brojeva.
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4, Neka je CD visina, CM simetrala kuta i G
CT teZiinica trokuta ABC (sl. 2). Uodimo da je kut
ACD jednak kutu ABC, kao kut sa okomitim kra-
cima. Poznato je da je hipotenuzina teZidnica jed-
naka polovini hipotenuze: CT=BT. Zbog toga je
trokut BCT jednakokradan, pa je <BCT=<TBC.

Otuda je i <ACD=<BCT. Zbog toga je <TCM o T
=4 DCM, tj. CM je simetrala kuta DCT, §to je i A D
trebalo dokazati. Sl 2

VIII RAZRED

1. Vidjeti rjedenje zadatka 3, za V1l razred,

2. Trokuti ABS i CDS su sliéni, pa ako sa x oznatimo duljinu duZine AB,
tada je 2x duljina duZine CD (sl. 3). Iz uvjeta da je AC simetrala kuta BAD izlazi
da je <<BAC= < CAD. Sem toga je <ACD= 4. CAB
(kao naizmenini kutevi), pa je <CAD=<ACD i D 2x

trokut ACD je jednakokratan, Sto znadi da je
AD=CD. Pravokutni trokut ABD je polovina jed-

nakostraniénog trokuta, pa je x=V3 =d(A4, B) i d(A,

D)=2Y3=d(C, D). Iz pravokutnog trokuta BCD /
jzratunavamo: d(B, C) = V(2x?+32=)2l. Op- S
seg trapeza je: O=S5x+)21=5)3 4 V2L

3. Neka je m najveca zajednitka mjera broje-
va a i b. Tada je a=mp i b=mgq, gdje su p i ¢ pri- x 8
rodni brojevi, uzajamno prosti. Pretpostavimo da je Sl 3
p<y4. Najmanji zajedni¢ki visekratnik za a i b je ;
s=mpg. Dati uvjet je: mpg—m=30, odnosno m(pg—1)=30. Kako je 30=2-3" 5,
imacemo viSe moguéih izbora za m:m¢c{l, 2, 3,5, 6, 10, 15, 30,}. Ako je, na
primjer, m=1, tada je pg—1 =30, tj. pg=31 i p=1, g=31L. U slucaju _._m=2, bice
pg—1=15, 1j. pg=16, pa kako su p i g uzajamno prosti brojevi, dobijamo p=1,
g=16. RazreSavajuci sve moguénosti dobijamo sljedeca rj&:nja za (a, &) : (1, 31),
(2, 32), (3, 33), (5, 35), (6, 36), (12, 18), (10, 40,) (15, 45) i (40, 60).

4. Neka su § i O centri datih kruZnica, a M i N tofke u kojima zajedniCka
tangenta dodiruje kruZnice (sl. 4). Neka je, dalje, P totka polupreénika ON, takva
da je Eetvorekut MNPS paralelogram. U pravokutnom .
trokutu OPS je kateta OP=2r dva puta manja od hipo-
tenuze OS=4r, pa je POS=60" i OSP=30". Samim
tim je MSO=120". Traiena ploitina je razlika plotine
trapeza MNOS i dvaju iseCaka:

r43r

P=——-5SP
5

1 1 =
- r2ﬂ:—-é— (3r)? m. Kako je PS=2rV3,

ny 0
dobijamo traZenu pioftinu: P=2r- Ir}"l e rim—

LIV SR L
—9rim=4rf3 ——rin
il 6
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REPUBLICKO NATJECANJE ZA UCENIKE OSNOVNIH SKOLA
SR HRVATSKA
1983. godina
VII RAZRED

DokaZi ovu tvrdnju: ako se u unutrasnjosti jednakostrani¢nog trokuta odabere neka tocka,
tada je zbroj udaljenosti te tocke od stranica trokuta jednaka visini trokuta.

Da li postoji prirodan broj koji ima ovo svojstvo: ako se prva znamenka izbrise i dopise iza
poslijednje znamenke, tada je novi broj pet puta veci od pocetnog?

Ima li viSe cetveroznamenkastih brojeva koji se mogu prikazati kao umnoZak dvaju
dvoznamenkastih brojeva ili onih koji se ne mogu tako prikazati?

Dokazati da je u pravokutnom trokutu simetrala pravog kuta takoder i simetrala kuta Sto ga
¢ine teZisnica i visina iz pravog kuta.

http://public.carnet.hr/~ahorvate




REPUBLICKO NATJECANJE ZA UCENIKE OSNOVNIH SKOLA
SR HRVATSKA
1983. godina
VIII RAZRED

Ima li viSe cetveroznamenkastih brojeva koji se mogu prikazati kao umnozak dvaju
dvoznamenkastih brojeva ili onih koji se ne mogu tako prikazati?

Zadan je trapez ABCD s paralelnim stranicama AB i CD. lzraunaj opseg tog trapeza ako je
poznato da je dijagonala BD okomita na stranicu AB, da dijagonala AC raspolavlja kut DAB, te
da se dijagonale sijeku u tocki S tako daje d(B, S)= 1, d(S, D) = 2.

Odredi sve prirodne brojeve za koje je razlika izmedu njihovog najmanjeg zajednickog
visSekratnika i najvece zajednicke mjere jednaka 30.

Dvije kruZnice Ciji se polumjeri odnose kao 1:3 dodiruju se izvana. lzrazi povrsinu lika kojeg
zatvaraju zajednicka tangenta i kruznice pomocu polumjera manje kruznice.

http://public.carnet.hr/~ahorvate




RjeSenja zadataka

REPUBLICKO NATJECANJE ZA UCENIKE OSNOVNIH SKOLA
SR HRVATSKA
1983. godina
VII RAZRED

Oznacimo sa k, | i m okomita odstojanja proizvoljne tocke
od stranica trokuta (vidi sliku). PovrSina trokuta
ABCjednaka je zbroju povrsina trokuta ABM, BCM i ACM,
Sto daje jednadzbu . Poslije skraZivanja sa dobijemo
k+l+m = v, sto se i tvrdilo! k

Ako sa x oznacimo prvu znamenku trazenog broja, treba biti zadovoljen uvjet: 5xy=10x+y. Da
bi broj 5xy bio sa istim brojem znamenaka kao i broj 10y+x, mora biti x=1. Medutim, tada
broj 10y+x ne moze biti djeljiv sa 5 i ne moZze biti jednak 5xy. TraZeni broj ne postoji!

Dvoznamenkastih brojeva ima 90. Ako bi produkt svaka dva dvoznamenkasta broja bio
Cetveroznamenkasti, tada bi ovih produkata bilo 90*90/20 = 4050, a to je manje od polovine
(5000) ukupnog broja cetveroznamenkastih brojeva. Prema tome, Vvise je
Cetveroznamenkastih brojeva koji nisu produkt dvaju dvoznamenkastih brojeva.

Neka je CD visina, CM simetrala kuta i CT teZisnica trokuta ABC. Uo¢imo da je kut ACD jednak
kutu ABC, kao kut sa okomitim kracima. Poznato je da je hipotenuzina teZiSnica jednaka
polovini hipotenuze: CT=BT. Zbog toga je trokut jednakokracan, pa je kut BCT jednak kutu
TBC. Otuda je i kut ACD jednak kutu BCT. Zbog toga je kut TCM jednak kutu DCM, tj. CM je
simetrala kuta DCT, Sto je i trebalo dokazati.

c
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RjeSenja zadataka

REPUBLICKO NATJECANJE ZA UCENIKE OSNOVNIH SKOLA
SR HRVATSKA
1983. godina
VIII RAZRED
(druga skupina)

Vidjeti rjeSenje zadatka 3. za VIl razred!

Trokuti ABS i CDS su sli¢ni, pa ako sa xoznac¢imo duljinu duZine AB, tada je 2x duljina duZine
CD. Iz uvjeta da je AC simetrala kuta BAD izlazi da je kut BAC jednak kutu CAD. Osim toga je
kut ACD jednak kutu CAB (kao naizmjenicni kutovi), pa je kut CAD jednak kutu ACD i trokut
ACD je jednakokracan., Sto znaci da je AD=CD.
Pravokutni  trokut ABD je  polovina

D C

jednakostrani¢nog trokuta, pa je
x=+v3=d(4,B) i d4, D)= 2v3 = d(C,D).

Iz pravokutnog trokuta BCD izracunamo:

d(B,C) = v(2x)? + 3% = V21 Qpseg trapeza
jeo =5y + V21 =5V3 4+ V21

Neka je m najveca zajedni¢ka mjera brojeva a i b. Tada je a=mp i b=mq, gdje su p i q prirodni
brojevi, uzajamno prosti. Pretpostavimo da je p<q. Najmanji zajednicki visekratnik za a i b je
s=mpq. Dan je uvjet: mpg-m=30, odnosno m(pg-1)=30. Kako je 30=2*3*5, imat ¢emo vise
mogucih izborazam: m=1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30. Ako je, na primjer m=1, tada je pg-1 = 30, tj.
pg=31ip=1, g=31. U slucaju da je m=2, biti ¢e pg-1=15, tj. pgq=16, pa kako su p i q uzajamno
prosti, dobit ¢éemo p= 1, g=16. Rjesavajuci sve moguce slucajeve dibivamo slijedeca rjesenja:
(1,31),(2,32), (3, 33), (5, 35), (6, 36), (12, 18), (10, 40), (15, 45), (40, 60).

Neka su S i O centri danih kruznica, a M i N tocke u kojima zajednicka tangenta doiruje
kruznice. Neka je, nadalje, P toc¢ka polumjera ON, takva da je ¢etvrokut MNPS paralelogram.
U pravokutnom trokutu OPS je kateta OP=2r dva puta manja od hipotenute OS=4r, pa je kut
POS=60°i kut OSP = 30°. Samim time je kut MSO = 120°. TraZena povrsina je razlika povrsine
trapeza MNOS i dvaju isjecaka:

r43ir
P =
2
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Kako je P5 = 2rv3  dobijemo trazenu povrsinu:
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