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PREDGOVOR

Ova zbirka sadrii rijeSene zadatke sa matematickih na-
tjecanja srednjoskolaca u 1988. godini i to sa republickih natje-
canja svilt nasil Republika, pokrajinskog natjecanja SAP Vojvo-
dine, »Arhimedesovog matematickog turnirac< (SR Srbija) i sa-
veznog natjecanja.

Pri izradi zbirke koristeni su materijali natjecateljskih
komisija. U prikupljanju tih materijala posebno su se angaiirali
prof. Andelko Marié iz Sinja i prof. Ivo Vujiti¢ iz Titograda.

Zadatke i potpuna rjeSenja sa »Arhimedesovog matematic-
kog turnira« dao je prof. Bogoljub Marinkovié iz Beograda. Dio
zadataka pregledao je i dao vecinu rjeienja sa Saveznog natjeca-
nja dr. Vladimir Volenec iz Zagreba. Pojedina rjiesenja uzeta su
prema rjeSenjima dr. Vladimira fankovida iz Beograda (Savezno
11 2), Mirana Bozicevica iz Zagreba (Savezno II 3), prof. Milovana
Miadenovica iz Grocke (Saverno I i IV 2}, dr. Pavia Mladenovida
iz Beograda (Savezno III i 1V 3), te Dijane Hisevié iz Belog Ma-
nastira (Republicko SR Crne Gore IlI 2, 3). Kontrolu kucanog
teksta izvrdili su Anda Mijalovié i Denis Vidovié.

Svim spomenutim osobama najtoplije se zahvaljujemo, Ta-
koder se zahvaljujemo radnim ljudima GP »Slove« Beli Manas-
lir, a posebno diplomiranom ekonomisti Dragi Pasajlicu i Branku
Vujakliji na Stampanju zhirke, te radnim organizacijama Bara-
nje, a posebno dipl. oecc. Milki Bosnjak—Mrda na sufinanciranju
zhirke. Unaprifed se zahvaljujemo i svima oninta koji nam ukaZu
na eventualne Stamparske greike,

Luka Celikovié
Zilravko Kurnik
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ZSER HRVATSEAS
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REPUBLICKO NATJECANJE

Zademoeld:
I razred:

2 34
1) DokaZi da Je ’.;+12-+? eic broj za svaki cijeli broj x.

2) Zadan je realen broj k#0 i funkcije f:R— R tako da za
8ve x €R vrijedi:

f(x)A1 1 £(x) 40, te £(x+ k)-l_*_f.(.’il =
1-£(x)

DokaZi da Je f(x+ 4k) = f£(x) za sveki x €R.

3) Nadji sve polinome P za koje je (P(x))2=P(x2).

4) U krug Je upisan Setverckut ABCD fije su dijagonale me =
djusobno okomite. DokaZl da je povriina kruga

P-i(aa+‘b2+ ¢®4+a%), gdje su &,b duljine dijelova di-

Jjagonale AC (redunajuéi od sjeciita dijegomnala do vrhova
A iC), & anslogno su c,d duljine dijelova dijagonale BD.

II razred:
1) RijeBi jednadZbu 2¢(log,y + 1ogyx) =5,

2) Po unutarnjoj streni obruda polumjers 2r kotrlja se, bez
klizanja, kotad polumjera r., DokeZi de zadana tofka kota-
da opisuje jedan promjer obruda .

3) Odredi meksimalnu vrijednost funkcije £(x) .—xg— ’

ax“+b
ﬂ.'b >0,

4} Odredi one polinome P(x) za koje vrijedi:

(x+1)eP(x) = (x=2)eP(x+1) .

III razred:
1) DokaZi da 10'-1+ +ve+81ggg » 10 a15+ sss *‘19885 '
a €N, ia1,...,1988.
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2) Definirejmo niz: uy=1, uy=3+5, uz=7+9+11, u, =13 +

+ 15+17+19, ... . Odredi opéi &lan niza u, i parcijalnu

i
sumu = Uy .
i=1

3) Duljina visine uspravnog stofica dva puta je veta od polu~
njera baze., Nedji omjer volumena kugle pisane oko stodeca
i kugle upisane u stofsc .,

4) U prostoru su dane todke A(2,1,3), B(3,1,5), C(3,3,1) i
D(3,0,~2). Nadji udeljenost mimoilaznih pravace AB i GD,

IV razred:

1) Nedji sve funkcije f:Q-——R takve da za sve x,y €9 vrijedi:
flx+y)e £(x).2(¥) 4 £ =2,

2) Heka su 84Xy 9Xpye e sXy pozitivni reslni brojevi, n>2, Do-
kaZi da je:
Xy = X Xo=X
s (el T e

+ * s ¥
Xy +X%y Xy + Xy
igpita]j kada nastupa Jednskost.
3) DokaZi da je za svaki prirodan broj n izraz (3+ 2@)n+
+ (3-2V2)" cijeli broj, koji nije djeljiv sa 5.
4) Neka je R radijus kugle opilsane cke pravilne &dstvercstra-
ne pirsmide, & r radijus kugle upisane u tu piramidu, Do-

kaii da je %;\(2_»,1.

X =X
n L 2
> LS i

X, =X /2(x1+x2+ ..-+xn)

Rjeteonja:

I razred:
-] 3 3 2
1) I M S GO N +2x_x(x+1)(x+2)
£(x) 5+—2 4 - 3 3 .

Kako Jje produkt x(x+ 1)(x+2) tri uzastopna cijela broja
Xy, ¥+1, x+2 djeljiv sa 6 (dokaZite to matemetidkom ine
dukcijom 1 )}, tada je o&ito f(x) cio breoj.

2) 1.4

£0x + 2k) = £((x + k) +k)_1+f(:l+ k)
1-2(x+ k) G

el

X
A€ N | .
e )

P+

-

£(x+ 4K) = 2((x + 2K) + 2k) == —L— L #(x), &4,

f(x+4k) = £(x), ¥XER,

£(x + 2k)

n=-1

n
3) Neka je P(I)-sn: +8, g% *eret@yX+a , 8 £0, Tada
Je P(O) = 8, P{(0%) = a pe zbog uvjeta zadatka proizlazi

%o

2-80, odakle je 306{0.1}.

o
1%) Pretpostavimo ds je 8,=1. Neka je k mejmanji broj iz

2%

TraZenl polinomi su

skupa {1,2,...,n} takev da je a, 40, Tada je
P(x)-anxn-fn...-i-afzkd-l .

(P(x))° = le2ax%+... ,
P(xa) -1+skxak+ sie o

Cdavde sekljulujemo da Je (P(z))au‘P(xa). Dakle
ne mo¥e poprimiti vrijednost 1.

Pretpostavimo da je e, =0 i k najmanji broj iz skupa
{1,240..,0-1} za koji je 8, 40, Tada je

n-k"' e +ak) -xk.Q(I) ¥

B(x)=8x"+ ...+ nkxk - xk(anx
P(x%) = x?%,q(x?) ,
(2(x))2 = x%%, (o(x))2 .

Iz uvjeta (P{x))E-P(x‘?) proizlasi (Q(x))aaq(xa), pa
ns temelju razmatrsnja u 1° zakl judujemo da slobedni
kosficijent a, polinoma Q mora biti O,

Dakle, mora biti 8,=8)=..u=8 101 8, =1 (zasto?),

P(x) =x", nen.

Jod dva rjedenjs dobivemo uz Pretpoastavku da je P konstan-
ta: B(x) = c. Nalme (P(x))%wP(x®) » ¢®»0 » ce€{0,1} 1
P(x)=0, P(X)=1, '

[PAl = IPC/ ® X = 8~x+b = x = (8 +b)/2,
[QBl=IQD| = yeery+d & y= (e+d)/2
$ c-ymc-(c+d) /2= (c-a)/2,
ab=cd (potencije todke T 8 ob -
zirom na krufnicu k),

4ASP1 R wx® . (c=3)2 =
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- BP= (23R)2. (2582 o 8P« HePinPic?ia®i2aba20a) »

2

- Rz-g(a +b2+0%4a2,2ab-28D) & B? (n 210240%412%) w

=) Pk-Rzﬂ'-u(a +° 40 +d.2)‘ﬂ.’.
II rezred:

1) uvjeti: xe R'\ {1}, ye R*~ {1}.
a(logxy + log,x) =5 = 2(1ogxy+ 1/10313) =5 /f.log y =

L] 2.1083’- 5.10313+2-0 -) 103;-2%—2 =y
(1°W)1-1/2 = 31'11/2 = 3’1-\(‘2; IE(R‘P\'{J-})
(logy)p=2 & yp=x°, x& (R' {1)

Feks je £:(R*~{1}) —(®*'\{1}), £(x)=vx
i g (R* N {1 —(R*N{1]), glx) =x°,

Tada je odito 5'1- n P 2 8 f_lng (provie -
rite tol }.

2) Neks je k obruf polumjera
2r, & ky kotad polumjera
r koji se kotrlja po unu-

k I f
1
.lc4 b B
Uodimo neku todku T kota-
sv’/.r, TsA da qu U nekom momewntu
ir

traénjo]j strani obruda .
toéka T ée pasti u neku
tofku A obruds k. U nekom
drugom momentu kotad kg
ée doéi u meki poloZaj ky?
i dodirivat ¢e obrud k u
nekoj tocki B. Pri tome
de vrijediti B'r'-m. odakle je [By'Bl.b=[8Al.d, r=
= 2rd , A=2d, Ho kako jJe /b= 2.JT7'SB (sredifnji kut

Jednak je dvostrukom cbodnom kutu 4T'6B nad istim kruiinin
lukom BP?), tada je of«4T'SB, tj. T* le#i ne spojmici SA.

3)

4)

- 27 -

x 2
Jo2—g—— @ ayxX ~-X+by=0
8x +b b

XER ¢ D=BwlAC20 & (-1)2- bay.by 20 o>
& 1-4aby®20 &> nabyP<l & ¥ gk o |7)€ 2=
v,...
” ye - -—--—— ---—--]
[ 2vab 2vab
" " 1
Tunkeija y-—T—-—x ¢e imati maksimum ¥, = ———,
ax~ +b M 2{5
Csteje joB izradunati x,
1 2 1 2 2
B2k’ - x+b.—tea0  8x°-2/EbXx+b=0 3 (V8x-VD)“=0 3
2y/ab 2yab

& quE 3 xn-l!’rg.
Dakle, M= (X ,J)) .<,f§ § E—};—-_;.)

(x+1).P(x) = (x=2).P(x+1) (*) ,
(x=-2)F(x+1) (opéenito) B x-2/p(x) »
= P(x) = (x=2),Py(x) Ge%) & P(x+1)=(x=-1) Pi(x+1) @
(*) g(fﬁ)
Y (x+1)(x=2)P)(x) = (x=2)o(x= P (x+1) =
2 (x+1) .Pl(x) =(x=1) .Pl(x + 1) (aevem)
X=- 1{‘:: +1 ('";*) X- 1[?1(::) = Pl(x) = {(X= 1).P2(x) (mw) 5

(o) , (st}
% Py(x+1)=xPy(x+1) ) (x+1)e(x=1)Py(x) =

= (x=1). xPa(x+ 1) » (x+1).Po(x) s x.Po(x+1) (amess)
xfx+ 1 (g le;_.(x) B Py(x) = XoPy(x) (wwmersd)

(arrewnntt) | (st it
*» Fy(z+1)=(x+1).P5(x+1) -

® (x+1) .xP5(x) =X, (x+ 1)P3{: +1) » Pj(x) = P5(x +1) =
ﬂm)
=y P3(x) =8 (konatanta) (asessernx) (¢ Y Pa(x) -ax =5

(ﬂ'-;“) Plix)-ax(x-l) ('::) P(x) = ax(x-1)(x-2) , a€R ,

I1I razred:

1)

1988 1988 1988
5. 5. %) .
12.:1“1 :|.-..1(‘Ii e +i§;1ai o
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2)

o Bl

DokaZimo prvo da 10fn5-n. nelN (pw) .

Dokaz provodimo matematilkom indukeijom:

(a) Za n=1 tvrdnja vrijedi jer 10{0.

{b) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n=k, tj. da
10}k = k.

(c) Dokezati da tvrdnja vrijedi i za n=k+1, tj. da
10 [(k+1)7 = (ke + 1).
Dokaz:
(k+1)° = (k+1)mk?+5k" +10K° + 10K + Sk 4 Lm k=1 =
= (K=k)+ 10063+ ¥2) + 5(k* 4+ k) =
o (K2 k) + 200k + k) + Sk(k + 1) (kP = k+ 1), Bto je dje-
1jivo ss 10 jer 10[k%-k (prema (b)), 10/10(k>+k) 4
10/ 5k(k+ 1)(K° - k+1) (zbog 2[k(k+1) ).

1%3 5
Prema (x%) Je . 1(." ~8;) djeljivo sa 10, a po

g
pretpostavel Je g 1.1 djeljive sa 10, pa Je tvrdnje

zadatka (na osnovu (»)) ofigledma .

Prvo dokeZimo matematidkom indukeijom da je

Bp=1+345+,...+(2n=1) = n® (%) .

(2) Zs n=1 tvrdnja vrijedi jer je 1-12.

(b) Pretpostavime da tvrdnjas vrijedi za n=k, tj. da je
Bk-1+5+5+...+(2k-1)-

{c) Dokazati da tvrdnjs vrijedi i za n=ak+1, tj. da je
By =143+ 5+ cee +(2k=1)+ (2ke 1) = (k+1)2,
Dokaz:

81 =By + (2k+ 1) B P 2r41) = (k4 1)2,

Btim je tvrdnja (#) dokszans,

Kako uy (i=1,2,...,k) ima i pumansda, tads U, = { “:I.

=1

ima 142+ 3+ ...+k-£(52"'-!‘)- dlanova, pa je

k 2
k+1)\2 K2
Vo= 2% =Biuia) 2 () (elerd)y2 b (ked) e

. D

2 2
K (k+1
ll'- ) " uy .._(_u_)_ (2% . N&dalqe Je “k'Uk-Ub-l N

xiuru_ LR (SN RPaT
)] AANY: sa=l4g 2+92-9V’5_.
L ]

Ppanv =2

vize B = JABLABVIIVAL
AABY
. M
j |ABI+1BV|+|VAl
l [ut.mw:rn[,(mrq-lnvmul} §g1+i§1
v
8
Konalno Jo B . (B)3. 12§£2+J‘§1 .
r
N} (pm—en -_;—*B—- Ozamadimo 11 pravee AB 4 CD sa p 1 g,
a doblivemos
9- D, a ¢

Poss(Xyy42) = (IA'F).(’CB"xk) IIL"'MyB-y“) |5‘+1(SB-51) Jm=
L (2"‘?l| 1 ¥ 3*’2)0 ] heR (*)l
Gee o (X7 48) = (Xoapulxp-x) T o+ plTp-T ) s2gtp(ap=3,) ) =
=(3:3-3uy1=3u) , w&R (»%),
fivaka tolka P ¢p zadovoljave uvjet (#), a svake toflm Qeq
uvjet (wx),
Treliimo one todke Pep i Q€q za koje fe biti ﬁlp i
PQ 1q. Tada ée trafenms udaljenost d{p,q) biti jednaka uds-
1jenoeti A(P,Q). Kako je iR (13-31,73-3“53-5*) =(1,0,2),

?‘(’-D"!ci’n-;fcsfn"’-c) (0g=34=3), n'ﬁ o
- (x -IPUIQ-JPIB -SP) a{l=n,2= 3)“.. =2 =2 A= 3/.&) s tada iz

P}.Lu 1 PJLCD izlezds

B0 PALOBw0 » (1-2,2- 31, =2- 22 310)4(1,0,2) =
=08 (1=2y2= 3y =2=22= 3} (0,=3,-3) w0 w .
-5)""6!“- 3 & 62+ 1;8‘“,-0 o Amel &Iu-m % ODmPQ =

» (2,1,-1) = d(p,q) = a(P,Q) Jﬁf-m-#nxza-n’a-m,a- r 5
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IV razred:
1) Prema uvjetima zadatks vrijedis

2)

f(x+3) = £(X).L(7), ¥x,7€Q (1) & fr(1)e2 (2),
Ofito Je da funkcija £,1Q—sR, £5(x) » 2%, szadovoljava uv-
Jete (1) 1 (2). Pokezat &emo da je to jedina funkelja ko-
Ja zadovoljeva te uvjete,

Tz 2(x) = 25+ 5 B e®.2 - (23122 0, wxeq, slige-

di da je £(Q) SR}. Kada bi postejao neki y €Q, sa koji bi
bi bilo f(y) =0, tada bi za svaki x€Q vrijedilo: f£(x) =

= 2((x-7)+3) B 2x-5).t(3) - f(x-y).0= 0, ¥to Jo u

kontredikeiji sa (2). Dakle, £(Q)CR".

Definirejmo sads funkeiju 8531 £(Q)—R, 8p(x) = log,x  (3),

a zatim definirajmo kompoziciju funkeija *

h=g,0f :Q—R, h(x) = 85(2(x)) = 1og2f(:) (4) .

Prema (2) Je h(1)=1 (5 & h{(x+3y)= h(x) + h(y) (6) .

Matematikom indukcijom se lako pokazuje (pokekite to! )

da je h(zl+x2+...+xn) -h(xl)+h(xa)+...+h(xn) (7} »

Odatle izlazi: h(n)=n(l+1+...+1) D n(1)4n(1) 4., 4h(1) =

0 i i 7 ’
= 2.0 0120 (8), 1ah(1)= h(ned) =
=nGe e s DD s o vn@ enn) o wpad .
\—-—nv-—._l \—-——‘ﬁ'__.f

B@ =b@e+ oo e DDnhr v uv s b @) e man@ Pud o B o
R Nt T

+ (@ =2 (10).

Dakle je h(x)=x,vxe€Q (11) , odnosumo log,f(x) = x, tj.

f(x) - 2: .

Korlsteéi odnos aritmetidke i geometrijake sredine

%(xlq- Xoy+eent xn) Z(xlza...xn)lfa (%) (dokaiite ga ma -
tematidkom indukcijom), dobivamo:
xl-xz .22-13 xn-xl (*)

1.a a
Mg ) 2

3)

e

() ."1"‘2 a"e"‘; 'xn'xl 1/n

. 1 (0 1
((x]_+::2)...'(x]ud-:,‘)l”E & ,-];( (xy4x3) + 0uu b (x,4x%))
= D s odskle slijedi tvrdnje zadatks

2(::1+12+ cee X))
.:1—'.:2 axg-x3 ‘xn-xl .

2
i R n
11¢!2+x2+13+ Fa +xn1-21 32:::1+x2+ e +xnj' Ge2)
Podto u () vrijedi Jednekost akko je Xy =Xo=asomX , tada
Se u (##) wvrijediti Jednakost akko je
i
-pxi-T-x-E-—-—-xz_'_xs- ane -_*n+’1 & ’:1*'*2':2"':5""'::1":1' tds

Xo= X=X b 4

akko jo a 1 2,52 Pmieema B 1y X 4Tp = XXy m o
ses =X 4%y, Iz posljednje jednakosti iglazi:
11-15-15- sea g 1:2-!*-16- “se g xa-xn ]
Za awl 1 o paran broj u (wx) &e vrijediti jednskost akko
Jeo 31-x5~ cee =Xy o & XywX, = . =Xy @ U 8vim ostalim

sludsjevima akko je Xy=XymXgmaasmx o
Supatitucijom i a-3+2@. b-3—2{5 (%), odakle Jje :

8+bmb, 8buel (wx), izlazi:
@+b=6 21 (modS5), eb=1 ® 1 (moas5) i

81-I1+b1-6 5 1 (mod5) ¥

8y=a%+b2u (a+5)2- 200 % 122 2,1 (mod5) & -1 (mod5) ,

83-a3+b3-(a+b)(aa+b2)-s‘b(a+b)-(a+b)32-al:sll
11.32-1.31 (mod5) s By=8y (Mod5) = -1~1 (mod5) =
&-2 (l'lod5)l

34-l4+b4-<(n+b}85—ab32 B 55'32 (mod5) = =1 (mod 5) s

ss.a5+b5 2 5,-8; (WA5) = 1 (mod5),

Bsnlsd»bs = 85-84 (mod5) = 2 (mod5),
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S

S.?.-- 1 (mod5) ® 5 (mod 5) ,
g = =1 (mod5) = 5, (med 5) ,

avAN: b2 avP 4 (a12/2)% 2 3(2v%40%) (1)

PoBto je polumjer R opisane kugle jednsk polumjeru troku-
tu ACV opleane lcruigice 3 imamo:
abb (1) 2

AACY: R-m-db‘r-bw = g%-—‘-— (2).
AFVH .l 2d alt 22‘? 2

1 vegtg (3, (2 & (3) = Re 5 (4) .
Poto je polumjer r upissne kugle jednsk polumjeru tro -
kutu EFC upissne krufnice, imamo: r-Ets«! 5
Iz (4) 1 (5) sada slijedi:

2 4
B tgeds2 | tg A+l (6), na osmovu Jegs izlezi

T 2tgad.tgd 2tz (1-tg%L)

4
B>\(§+1(z) PR At 5 5.1 /02662 (1-4e ) > O (2bo
s st g (1-tg( ) (zbog

«€(0, ) & te'* 220+ DeeHA-te?) @

2id 2
@ (V24 3)(6g%R)% - 2(v2+ 1)teH + 120 &
e b
Py % ¢
@ A>0 & D=B2-4AC020, Bto je uvijek istinito zbog

4=2/2+4350 1 Dua(VB+1)2wt(2/34+3)w0.
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