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PREDGOVOR

Ova zbirka sadrii rijeSene zadatke sa matematickih na-
tjecanja srednjoskolaca u 1988. godini i to sa republickih natje-
canja svilt nasil Republika, pokrajinskog natjecanja SAP Vojvo-
dine, »Arhimedesovog matematickog turnirac< (SR Srbija) i sa-
veznog natjecanja.

Pri izradi zbirke koristeni su materijali natjecateljskih
komisija. U prikupljanju tih materijala posebno su se angaiirali
prof. Andelko Marié iz Sinja i prof. Ivo Vujiti¢ iz Titograda.

Zadatke i potpuna rjeSenja sa »Arhimedesovog matematic-
kog turnira« dao je prof. Bogoljub Marinkovié iz Beograda. Dio
zadataka pregledao je i dao vecinu rjeienja sa Saveznog natjeca-
nja dr. Vladimir Volenec iz Zagreba. Pojedina rjiesenja uzeta su
prema rjeSenjima dr. Vladimira fankovida iz Beograda (Savezno
11 2), Mirana Bozicevica iz Zagreba (Savezno II 3), prof. Milovana
Miadenovica iz Grocke (Saverno I i IV 2}, dr. Pavia Mladenovida
iz Beograda (Savezno III i 1V 3), te Dijane Hisevié iz Belog Ma-
nastira (Republicko SR Crne Gore IlI 2, 3). Kontrolu kucanog
teksta izvrdili su Anda Mijalovié i Denis Vidovié.

Svim spomenutim osobama najtoplije se zahvaljujemo, Ta-
koder se zahvaljujemo radnim ljudima GP »Slove« Beli Manas-
lir, a posebno diplomiranom ekonomisti Dragi Pasajlicu i Branku
Vujakliji na Stampanju zhirke, te radnim organizacijama Bara-
nje, a posebno dipl. oecc. Milki Bosnjak—Mrda na sufinanciranju
zhirke. Unaprifed se zahvaljujemo i svima oninta koji nam ukaZu
na eventualne Stamparske greike,

Luka Celikovié
Zilravko Kurnik
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SAVEZRO FATJECANJE
8inj, 23,04, 1988,

RS e

Zadaesi:

I razred:

1) Ako je n prirodan broj vedi od 1 za koge vrijedi: :
A +[E *aes#|Blape[Bzl]  [2=2 +eee s Bzl , onda
1 2 n k f 2 -1
Je n prost broj. Dokazati. ([x] Je majveéi cio broj koji
nije veéi od x).

2) Izradunati kuteve trokuta ABC, ako teZilnioca, simetrala
kuta i wisina iz vrha C dijele kut ACB na Eetiri Jednalm
dijela,

3) U dani 5iljastokutan trokut T upisana su dva pravokutni-
ka R i 8, k#o na slici. Odredi najveéu moguéu vrijednost

izreza:

.'PR + PS

—= 3 gdje P oznadava povriinu.
R P'l_‘ i

e

4) Medjunarodnoj konferenciji prisustvuju po dve predstavni-
kn iz 27 zemalja. Dokazati da se udesnici konferencije
ne mogu poredati za okruglim stolom, take da izmedju sva.
ks dvae udesnika, koji su predstevnici iste zemlje, sjedl
tofno 9 drugih ulesniks konfereneije .

II razred:

1) Nekn je O srediSte opisane kruinice trokuta ABC. Oznadimo
88 PyQ,R redom srediits lukove @,56.63, koji ne sadrie
zedon totke Cy4,B. Ako za toSku X vrijedi: OX = OF + 00+ OR,
dokazati da je X sredi¥te upisane kru¥nice trokuta ABC .

2) Odrediti za koje neparnme prirodne btrojeve n> 3 je funkei-
da F10—=Q, £(x) = x"-2x, injektivna. (Q je skup racionsl-
nih brojeva; funkcija je injektivna ako raglidite broJjeve
preslikava u razlifite brojeve) .
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3} Za skup ACRK kaZemo da Je "dobar" ako za neki prirodsn broj
n jednadZba x~-y=n ims beskonadno mnogoe rjedenja (x,y) ,
gdje Je x €A, ye A,

Ako Je =4 VA, U"'UAIQSB s onda je bar jedan ed skupo-

va 31"2"?'**1933 "dobar". Dokezati. (N je skup prirednih

brojeva) . e

%) Dokazati da unuter konveksnog 2n- terckuta ne postoje dvi-
je razlifite tofke kroz koje prolazi po n dijagonala tog
2n~ terokuta , .

IIT i IV razred:

1) Neka su a,b,c,d €N, i 44 0. Funkcija f:N —»N_ odredjena

je uvjetoms £(x)= [——-—“:":] . Dokazati ds Je £ injektivna eko
cX +

i semo ako je c=0-i add. (Na'{"vl'"-}'.. [x] je majvedi

cio broj koji nije veti od x ).

2) U n~- terostranu piramidu moZe se upisati sfera. Svaku od
pobo&nih strans piramide zarotiramo oko odgovarajudeg bri-
da baze do poklapanja s ravninom baze, tako da slika po -
bolne strens ims zajednifkih unutarnjih toSeks sa bazom .
Na taj nadin dobiveno je n slika vrha pireamide. Dokezati
da tih n sliks pripadaju jednoj lkruZniei ,

3) Dan je strogo rastuéi niz By 58548500 prirodnih brojeva,
tako da je a; =1, 8,=2 i da za sve relativno proste bro-
Jeve m i n vrijedi 8«8, =a .. Dokazati da za8 svakl priro-

dan broj n vrijedi: a =n,

4) U jednoj drZavi ima vide od 7 gradova, Dokazati da ne pos—
toji mreZa jednosmjernih puteva sa slijedeéim svojstvima :
(a) Izmedju svaka dve gramda postoji todno jedan direktan
put,

(b) Ze svaks dva grada 4 i B postoji todne jedan gred u
koji se direkitno moZe stiéi i iz 4 1 iz B,

(e) za sveka dva grade 4 i B postoji tofno jedan gred iz
kojeg se direktno moZe stiéi i u 4 i u B,




- B2 -

RjeBenjai;
I razred:

1) DokaZimo prvo jednu pomoénu lemu: Ake su n,k €N, teda je
[§] Jednako broju svih vifekratnika v€{1,2440.,03 bro -

Ja k.
Dokez leme: Nekm je nw=lkq+ r, @rEN,, 0£rck, Tada
su vilekratnici broje ki k 21,...,qk, tJ. ukupno ih je q.

8 druge strane Je [E]"[ 1- [‘“E =q+ [E] (zbog quD)"
= q+0=gq, &ime je tvrdnja leme dokezana,

il Sk Ol

(&« 2]+ B3]+ -+ B + B)-
.2.,.[9%].;.[2‘21:}.;[5;&]4.".4.[%} =)

&> n+[§]+[§]+...+ [’ﬁ":’f]*’l -

= 2+(n-1)+ [;l,:,l]+[2-31]++ [%ﬂ Pes

@ ([3]- D« (8] Ppe e (R]- [ -0 &

© [F]- B]-0, veeiz5,. ) B

& k+n, vke{2,3,...,0-1} & n je prost broj.

2) Uz oznake na slici, neka sime -
trale kuta sijeSe opisanu irus-
nicu u G, Iz JACG = E‘P-QBCGI
glijeddi R}-ﬁ, Pa Je FG pime-
trala stranice AB. Iz CD[[FG
15 slijedi JCGF =<DEC = = JGCF,

/ Je trokut CFG jednakokradan i
simetrala baze CG prolazi kroz
vrh P, Zato Je F s.‘]aciQte sime-
trels dviju tetive AB i CG
kruinice, tj. sredidte te krui-

SRR -

v BF -

nice, Dakle, AB Je promjer te krufnice i po Telesovom te—
oremu je 4¢=<JACE =90°, Dalje je UBAC = 90% = (ACD = 90° -\Pu
= 67°30% , JABC = 90°- 2= 22°30° .

VuZenjem paralela kao na slici ,
dobivaju se tri trokuta s povrii-
nama Pl‘P2'P3‘ a8lina trokutu T ,

pa vrijedi
Pp+Py Pp- (P1+P2+P3)-
Fp Pr

= 1= P; Pza-;% )= 1-(:2+y2+52),
gdje su xa,ya,za,a duljine odgovarajutih stranica.
Uz x+y+2=1, treba odrediti najmanju vrijednost izraza
xz + yz + za. Medjutim, iz identiteta :2 + yz + 52 -
- %((x +3+2)%4 (2= 12+ (x-2)%4 (7-2)2) slijeai da se
najmanje vrijednost postife za X=y=z= % & iznosi % i

+ P
Trafena najvetia vrijednost od —B-P—-E- Je 1-3 3.

4) Pretpostavimo (suprotno tvrdnji zedatka) da je mogule os—

tvariti raspored ufesnika konferencije, tako da izmedju
sveka dva zemljaka gjedi to¥no 9 ufesnika drugih zemalja.
Neka su x, i Tis Xy €T K=1,24...,27, redni brojevi zem-

1jaka. Tada je y, - x, {10,244}, pa imamo:
n n

YuX= - %, =108 +44b i Y+Xel4+2+.,,4+5=1485,
e 2y

Odatle je 2Y = 10a + 44b + 1485, Sto je odito kontradikeija
(jer je lijeva strana paran broj, s desna neperan).
Dakle, navedeni razmje3taj je nemogué.

Il razred:
1) DokaZimo prvo jednu pomoénu lemu: Ako je O sredite opi-

sane krufnice, a H ortocenter trokuta ABC, teda vrijedi:
—5 o — —
OA+0B+0C=0H,

prof. LukaCelikovié - dr. Zdravko Kurnik: Matematka natjecanja srednjoskolaca u SFRJ u 1988. gediezno natjecanje

http://public.carnet.hr/mat-natj




- Bl e

Dokaz leme: Neka je T teZifite trokuta ABC. Tada (uz ozna-
ke kao na slicei), na osmnovu &inje -
nice da su 0,T,H kolinearne todke

(leZe ne Eulerovom praveu), izlazdi:
ATOCINQTHG @ [OT1:ITH|= ITG]_I 1[TCln

= 1:2 @ ITHI =2,107] =) TH=2,00 =
3 OH=3.00~04 + OB + 00 (dokaZite

da je o?.%(a+6ﬁ+56) 1.

DokaZimo sada tvrdnju zadatka: Prvo imesmo da 8u C,8,P ko-
linearne todke (ﬁ-ﬁ,

JACS = ¥5CB = ¢%/2, & = gredid-
te upisane krufnice trokuta
ABC) i analogno tome ds su
ByS,R, te 4,8,Q kolinearns
todke. Nedalje je {CPQ=

= JCAQ=o{/2 (kutevi nad is-
tim krufnim lukom 68) i

analogno tome 4PQA = /2 i
YAQR = /2, pa iz odnosa ku-
teva u trokutu S5QN, izlazi
/2 + (df2 4 142) 4+ f=

= 180°%, tj. ¥=90°, odnosno
EI'T;J.@E. Analogno izlezi da je @._N;_J-R_P i ﬁ:,eJ.P—Q', pa je 8

ortocentar trokute PQR., Prema prethodnoj lemi izlazdi
—F = 5 -
OP+0Q+O0R=08 (#),

— 3 -5 =i}
Tz OX=OFP+0Q+OR i (x) slijedi da je OF m OB, 4. X=8
&to se i tvrdilo.

2) Dokazat demo da je za svaki neparan priroden broj n>3
funkeija £:Q—Q, £(x)=x"-2x injektivna,
Pretpostavimo (suprotno toj tvrdnji) da f nije injektivna,
tJ. da postoje uveEQ, udv, u=x/z, V=3/2, X,7,2 €7,
xéy, 240, M(%,7,2) =1, tako de Jde f(u)=£(v). Tada iz -

lazi: £Qu) = £(v) + £(x/2) = £(y/z) = (x/2)% - 2,(x/z) =
= (3/2)"-2.(3/2) & (x®= /0P = 2.(x~-3)/z »

)]

%)

- B5

> (-3 /(x-7)=25"1 o

ES !n-1+xn'%'+ ...+xyn"2+yn'1-2zn'1 (») .

Ba 1lijevoj strani jednskosti (») ima neparsn broj n pri -
brojniks.

Ako su x,y neparni, tads su svi pribrojnici neparni, pa je
cijela lijeva strana neparns, dok je desna strana parna .,
Ako je jedan od brojeva X,Y Paren, a drugi neparan, tada
su evi pribrojnici osim jednog (prvog ili zadnjeg) parni,
pa Je opet lijeva strana nepsrna.

Ako su x,y parni, tads je lijeva strana od (x) djeljiva sa

2™1, pa sligeas 2% 251 5 27-2[0-1 . o), o
2 M(x,y,2) =2, Bto je opet kontradikeija.

Podijelimo skup N na disjunktne podskupove 30,31.82....
oblika Bk- {1989I:+1, 1989k+2,... »1989k+1989}, k Ello. Za
svaki skup By postojat Ce bar jedan skup AJ, koji sadrZi
bar dva elementa skupa 8y (Dirichletov princip). Podto
skupova Bi ima beskonaino mnogo, bar jedan od skupova A ’

oznafimo ga se A’ , sadrii beskonafno mmogo parova XyF
xX>Y¥, takvih da x i y pripadaju istom By« Ofigledno je
x-ye{l,...,1989}, pa, podto je parova (x,y) beskonaZno
mnogo, postoji bar jedan prirodan broj n za koji jednadi-
ba x=y=n ima beskonaino mnogo rjefienja (x,¥), X,yEA? ,
Prema tome, skup A' je "dobar™ skup.

8jeciBte 5 od n dijegonsla je unutrafinjs tolka nadeg kon-
veksnog 2n- terokuta. Uoimo bilo koju dijegonalu AB kroz
8. Svaka od preostalih n-1 dijegonala kroz 8 ima jedan
kraj s jedne, a drugi kraj s druge streame od AB, tj. n-1
vrhova poligona nalazi se s jedne, & n-1 vrhova s druge
strane od AB. Zato su A,B suprotni vrhovi poligona. Dak -
le, u 8 se sijeku nuZno sve "glavne® dijagonale (spojnice
suprotnih vrhova). Jedinstvenost takvog sjecilta S Jje odi-
ta .

IIL i IV resred:

1) NuZnost: Neka je f injekcija. Ako je o4 0, tada imamo
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B

lax+b_a be - ad be ~ adf 1, !be-eadl
—l nl u-‘!-m)', pa za n> 'a( ey d)

cx+d © clcx + a)
] T -
imamo ir.a;_sd[_ cen+d, ti. f,‘%%‘ﬂ"% <1, odnosno
a
%%-:—-2-% <1. Dakle beskonsdno mnogo vrijednosti 3-%—:-_-5

(n eN,) nalazi se u intervalu (%—*1.:-}&1), a onda se za

sve takve vrijednosti n vrijednosti f(n) -[%-g—:—g] nalazi

u intervalu (%—2.%+2) {(jer se %‘:? i [%g—:—g] razliku-
ju za manje od 1), Bto nije moguée zbog injektivmosti .
Zato je ¢=0, pa onda i f(x)-[&:ng]. To je rastuéa
funkeije i nuZno je 531.
Dovoljnogt: Neka je r(x)-[sza-g]. azd, tj. neka je
£(x) -[kx+§] s k=3 21. Neka su nadalje Xp o X €Ny Xy <Xn,
t). neka je Xp=X%X; +¥, FEN, X, €N, X5 N, Tada je
£(x,) = [l:x2+'§:[- [(k:1+§)+lql; [(kz1+§)+ [ky]:l-
= [k:xl + 5] + [ky] = £(x) + (ky] 2 £(x;) +1 (Jer iz k31 &
Y21 = k2l [kl2l) >f(x)), tde £(x3)> £(x,), 8to
znaci da je £ injekcija.
Neka je AjA,...A baza piramide, S
srediste sfere, Dy4D5y.-+,D, diraliz-
ta sfere sa pobolnim stransma, & N
diralifte sfere sa bazom, Tads je
LDyl =ivD,f=esimlvp | 1 | B;D; | =[B,W],
i=1,2,...,n, pa2 se sve todke Dy
ie1,2,...,n, danin preslikavanjem
presliksju u N. Odatle, zbog |VD|=
= conet, proizlezi tvrdnja zadstka,
3) a) Po pretpostavei Je a,=1,8,=2, Neka je aB-kaa. Tada je:
ag = 82.5 =ay.a5= 235 =2k,

k+25;5§2k-1 {zbog a5<a4<a5<a6),
$10-32'l5-h5.€“k"2‘
39541:- 3 (zbog 594310},

%)

< B
81g = 85089 = 285 <86 k2+2k-k(k+2)533.a5.315 3
k2+2k+5$n15+ 3$8)5<8k-6 , K24+ 2k4 348k~ 6 ,
K -6k+9<0 , (k-3)°<0 , k=3 , a5=3 (a odatle ag=6,
8 =5, a,=45...).
b) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi sve do n= ky tj. da
vrijedi a,=n, e ledee.esks
¢) Dokazatl da tvrdnja vrijedi i za n=lk+1, tj. da vri-
Jedl s, =k+ 1.

Dokaz:

Neka je najveta zajednilks mjera M(k,k-1) =d. Tada
a|k-(k-1), tJ. a|1, pa Je d=1. To znaZi da su k i kel
relativno prosti brojevi, pa po definieiji niza izlazi:
akz_,k-uk(k"l) =8, .8 = k(k=1) = kzu—k., zbog ega je at=t,

t< kz-k, pa onda i &y ,=k+1 (zbog k+1z.k2-k, k23) .

Shvatimo gra -
dove kao &vo =
rove, 8 jedno-
smjerne puteve
kao orijenti -
rane grane gra-
fa. Toéku C na-
zovimo todkom

I vrste todaka
A i B ako ona

zadovoljava uv-
jet (b), odnos-
no todkom IT

vrete ako zadovoljave uvjet (c). Neka su sada A i B pro -
izvoljna 2 grada (&vors) i neka je C tofka I, a D tofka II
vrete za A i B, Prema (&) postoji put (grems) koji pove -
zuje A i B. Neka na primjer postoji orijentirsni put (4,B)
od A prema B (zbog simetrije sliZno bi bilo i za (B,A) ) .
Tada postoji i orijentireni put (C,D) (prema (a) postoji

put izmedju C i D, & kada bi to bio (D,C), tada bi todke

A 1D imale 2 tofke B i C I vrste, #to je kontradikeija
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ea (b)) .

Neka je nadalje tolka E todka I, a F tolka II wrete za
todke C 1 D (prema (b) i (c) te todke moraju postojati,

a prema (a) to ne mogu biti ni A ni B). Tofke E i F su
spojene orijentiranim putevima sa A,B,C i D, Kako ne pos-
toji put (A,E) (jer bi A i D imeli 2 todke E i B I vrs -
te), ostaje da postoji put (E,A). Analogno se pokazuje da
postoje putevi: (B,E) (jer bi u protivnom D i E bile 2
totke II vrete za tofke A 1 B, 3to je kontradikecijs sa
(c)) 4 te (E,F), (F,4) i (B,F) (jer bi u protivnom redom
tofke E1 C, C i F, B i C bile 2 tofke I vrste redom za
tolke B L C, A iB, AiF).

Fi jedna od tofska B,C,D,F nije todks I vrste za todke A
i E (zalto? ). Neka je to tolka G, tj. neka postoje pute-
vi (A,G6) i (E,G). Teda postoje putevi: (G,D),(G,F),(C,8),
(G4B) (Jjer bi u protivnom redom tofke B i G, C 1 G, B i
G, E1i G bile redom todke I,I,II,I vrate redom za tocke
AiD,ALiF, CiF,Bic0C).

Na taj nadin 7 toaka A,B,C,D,E,F,G sadovoljavaju uvjete
(a) 4(b) 4(c). No prema uvjetu zadatke mora biti vide od 7
gradovae, Neka je H osmi grad i neka na primjer postoji
orijentirani put (A,H). Tada mores postojati orijentirani
put (H,D) (zadto?), pa onds ne postoji orijentirani put
izmedju G 1 H (ze3to? ), Hto je u kontradikciji sa (a).
Na slifen nalin dolazimo do kontradikcije ako umjesto
(A,H) pretpostavimo postojanje orijentiranog puta (H,A).
S tim je tvrdnja zadatks dokazans .
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