Pokret “Nauku mladima” [epubbke Hreatske
Hrvatsko matematicko drustvn

MATEMATIKA

Zadaci za opéinski susret ucenika srednjib skola
Republike Hrvatske 23. veljace 1991

I. razred

| Doka%i da je za svaki priredni bro] n izraz 38~ 2% djeljiv brojem
665,

2, Totka M je paoloviste stranice €D kvadrsta ABCD} 3 'fIB't'fk_a P ie
{otka dijagonale A€ takva da je d(F’} C) = 3+d(A,P). Koliki je kut
LBPA Y '

3. Kolike ima to¢aka T(‘i; y) sa cielebrojnim koordinatama x,y takvih
da wrijedi nejednadiba Jz|+ {3} <207

4. Izracunaj sumu svih parnih troznamenkastih brojeva sastavijemh od
zramenaka iz skupa {{,‘2-.,3, 4,5, G},, Lnamenke s€ inogu Pma,\:!] atl,

1991.-SS-ofinsko-1234-zad+rj http://public.carnet.hr/mat-natj/
1/12 http://www.antonija-horvatek.from.hr/




Pokret “Nauku mladima™ Republike Hrvauske
Hirvarsko matematicks drustvg

MATEMATIKA
Ladact za opéimski susret ucenka srednjib skola
Republike Hrvaiske 23, veljuee 1991

2. razred

1. Unutar trokuta 4BC povriine P odabrana je fotha T, Praval kroz
tofku T paraleln s poiedinim stranicama trokuta dijele taj trokut
na tri trokyta s povriinama Rl.j Py Py iotr paralelograma. Izraz
povrému P pomodu pevriina I, Py i P,

o

Kelika je najmanja moguca vrijednost ieraza
(z—4)z -5}z -6}z —-T)+3%

3. Odredi sve vrijednosti koeficijenta a € R za koje jednadibe :
?+ar+1=0
2+ xta=0
s imaju bar jedno zajednicko rjesenye,
4. Magiéni kvadrat reda 3 je kvadrat 3 x 3 u ¢ija su pelfa upisani brojevi

1,2,...,9 sa svojstvom da su sve sume po stupcima, sve sume pd
reciina i obje syme po dijagonalama medpusobne jednake,

Dokazi da magithi kvadrat reda 3 u sreduiem polju mora smatt nepi-
san bf@j 5 '
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POKRET “NAUKU MLADIMA®™
HRAVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

13

ZADACI ZA OPCINSKQ NATJECANIE UCENIKA SREDNIH SKOLA-1981

11I RAZRED

1. Izrazi y pomocu z tako da za tocke A(—3,0), B(3,0), C(z,y) vrijedi LABC =
2£BAC. '

2. Rijedi nejednadibu u skupu R:

I - log0'5($2 -+ 33) “I‘ 105;3(9’} > 0.

3. Svaki od 25 danih pravaca chojen je jednom od 3 boje: crvenom, bijelom 1t plavom.
Ako svaki od tih pravaca dijeli zadani kvadrat na 2 Zetverckuta &ije se povesiue odnose
kao 2:3, doka#i da bar 3 pravca iste boje prolaze istom tockom.

4. U ravnini je nacrtana kruznica & s nepoznatim srediftem. Neka je A bilc koja totka
na E i k' kruinicz cko A s polumjerom p takvim da k¥ sijeée k u dviic totke B 1
C. Kruinice oko B i C istog polumiera p sijeku se u toki A i u jod jednei tofki D.
Kruinica oko D, koja prolazi totkom A4 sijede k' u dvije tocke B’ i (. FruZnice oko
B' i ¢ istog polumjera p sijeku se u toéki A i u jos jednoj totki X. Dolaii da je X
rjieSenje Napoleonove zadade: “Sluzedi se samo Sestarom konstruiral sred:if:: X dane
kruznice k.” ’
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POKEET "NAURU M7 TIMA™ BDRVATOKE
L

HRVATSKC MATEN 4 ICKC nwpiTvo

OPGINSKI 3SUSRET UCENIKA SREDNJIH SHOLA

2z, veljaCe 1991.

IV. razred

1. Nadi ¢lan ap sritmetidkog niza u xojem je 8, = 0,
a = m (m # n).
2. U skupu R rvijeS§i jednadZbu
cos 2x cosgx : : Vi-x
log 4 (4 + 4 ) = sign log 5
5

3, Izradunaj broj najkradih puteva od todke (0,C) do dane

todke (p,q), mdje je p £ 4
koordinatne mreZe tako da sto
Teno, pruzi omedenoj pravcima
o

x'\:_:q-"q-p-l—l.

It

"
4, Nadi sva mozuéa parketiranja
pravilnim poligonima.
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du? tridova cjelobrojne
ve¢i dio puta bude u zgtvos

Yy = X% QP - 14

‘ravnine kongruentnim

*
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3 ” 1. razred —-I‘jPSPHja s i B
Zada.n 7a upcmshl su':ret uremka sredtuﬁ. f-;}xlclia._ g T o

-._/
Y 1 Proo redenje. 3 < T (AW T g S DGR (e RETT [y + ’
; t"z'-‘:a"“l‘_‘ =GRS -(.). PN S i
Lirugo rpesempe. 3% — 7T o= (33" AP = gt gt e {2?"‘} {8 }‘ &= {‘7“ G
BRH2T® +8%) = (27 - M(”“"'i LTV L BTN (2T BU2T T - 2T auh
S (=1prrEr ) = 11 R LA e bt PYNIE S L) B Y Ot Gkl B S L s
(—1)187=1) = 665 - (- )~ {-14). :
Trede rjesenge. Ma;tem,a ik kom indukcijom. : :
Cetorto riesempe. Pomoin komgruencija. 3° = 64 (mod 465), 2% = 64 (mod 665). &t
Dakle : 3% - 25" = 647 €4" =0 {med 665}, .
Go G
2% & 2. Preve mse‘ﬁ;e Akos P, P aznacimo redom srtogonalur pluteh ile tocke P na stranice
AB.CD. dokaie se da su trokuti PBP' § P*PM sukladni. Onda je suma kuteva
IPPPM i (P PB jednaka ‘;iﬂ", pa. je 1 trazend kut jednak 90°.
.f'.-)_ st :_'__i"i.. Hemangs “‘C
! T, A
] g i
L g ; i SEE
' P : i L
: i i :
H ; .3 ;
! b
! PE,
W ¥ |
i - e
4 F B
Druga rjesenje. Postavimo koordinatni sustav tako da mu je shedidte n tocki A
i da tocka B ima kunrdi*'am {a.).2a = 0. Tada ivr : M = {a/2,a}, ¢ = (a.a}. GEh
Ako ozpaiimo P = (, i boonda vogedi oy, = o ‘_{ jor £ -lezina praveu ACT ),
A {r _Lyp} e (-‘Ep 'jJ T > }: { ‘Frj‘l g’j(fi> P) = f‘ -"“'\';.3 <)'Dakte-:i~{p_— :E{I?_‘:f_}.‘
azbogt< r, < a sn;«—-u = (uid.aj4}). Fsg ad =
Do istog smo medjnreznitata mogli dodi t izrazavaindi dielidne omiere pomodu koordi- _
nata umjesto korislenta Fitagonnoy teerema @ 31/4 = 7,70, 1/4 29760 Ao W
Zadatak se dalje mueze vpdavail take da se proviai da U'ij;-di;' I"liagmm Leurenl Za
wrokut M PB @ diAM. Py = APM PY + P B)Y, pa »e 'é.aklju_t e da je trazeng kud ;%‘FJ _;
tednak 90°. o
Druga moguénost je analivika proviera ekomitostl pravaca MFP i-f"‘ﬁ'._
pEs ir' ’ 3. ";}{up [_i,e;';f_-n'ia zadans -._:l-;_.-dnad'?,-be e R‘knp svih tocaka sa L'}ei(jl-.bll!_i]ii!ﬂ koprdinatama =
kaie se nalaze nnnta; ralvorenng kvadrata s vehovpoa 1 (40,070 €4, 200, (20,07, g
(i, -20)
Preo rpesenje, Nejednadzbo muzemo svesti na e pediacdzls § vidl preaostika DL
Jednadiba r -y = & za & - 0 ima 4 1iesenia s pooesinim sumandorn jednakin o, v
E - 1 riesenta s pozitiveim ¢ i pozitiviin v, b - 1 riesenta s negativoin 1 peaitividm
|
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{394 — op. —Aoazr, - \T@}@’ﬁ"‘

v 1itd. Dakle ukupnn 4« 4ik -- ) riesente. Za k == i ima jedno rjrréenie. Rezultat o
TH4-4R512+ 5 (Tl 10y =341 7 = : #oby

Drugo rjesenge. Vidi dr ubu shika ! ﬂ Lvadraml THeZeine vmm zi duzinu na kejima se f}}
nalazi po 2] tocka iz zadg.xm;; s}mpa Prmsta.ie tocke nataze s na jednoj od 20 dusina oty
koje sadrze po 20 tecaka. Ukupne, postoji 21 -21 & 20 20 = 841 tocaka ravmne 84 (5L
cjelobrojnim koordinatama koije zadovni}a»am ?adann wednadibu.

Treée rjesenge.. Vidi trecu ull)m = Bm)uno c;e]ubm;m locke na pravcima paralelnim s- @
1npr}051!{ ]_r,}_;r.‘._ 4 {20 P20 4.1-1-‘31-_1_.___(]‘1;31-...-1*4”{' :‘.135&'
(395 . . £341) 5 21% £ 26 =84 2 T

L + 5 . eyl ?
S ; i
. .L oLy €
v 2T T i
PRI C S W ) i
% i o : { : ;I\-& -}-'E : J ! v
e T . S R e L LT
._:*.‘:‘\ 1 o T = .__,._’ 3 l, T : i‘
Xl 50 Ched
LY !t LR 0S ...'- na -5 ; &
R i Al . A5

Cletorto tiedente. Isti rr-zuisar moie se dnbm i raziim PArtic mmramima skupa Tjesenja
prema predznaku { ns siini te utpni;kﬂ adguvara hnalmufnna n kojima se nalaze
riesenja J.

4. Pryo riefenje. Papisimg prva sve brojeve kaii H zadovoljarain uyiet zadatka i zavriavaju
250~ _
s 2 i obliku tablice :

Mz 122 332 142 152 182
s 123 232 42 7R2 162
312 322 332 342 352 A6y 56
112 427 432 447 45! 442
312 52 532 542 557 n5P
612 uz?l _6’52 642 857 062 o e
11 avoj tablict nalazi se 3 l:rnxeva Sli¢rio bismo muglh ispisati i tabli-cu od 36 brep‘va
koji zavrsava_]u znamenkonm 4 ik habl;m brojeva kojl zavrsavaju- bmy—m 6.
Dakle, 2 kao znamenka jedinica dolazi 1 36 bro] 1eva, asta s,a]m 1 brn]ﬁvi 116. Ukupno, ~
znamenke jedinica doprinvse sumi {2+ 44+6)-36 = 432 1° ovaj tablici svaki od brojeva @":-l’-
1.2,3,4.5,6 s¢ kao znaniwsika desstica pojavijuje 8 puta. Tasno je da se isto toliko puta Ci_:
pojavijuje o Jrije tabli o kaje nisu ovije napisane. Desetics dakle doprincse sumi
IO+ 20 + 30 4 40 4+ bu v oni jaz .nbi.f Slivnie se zak Lrici da Je 2a statice doprinos S
(0D + 200 4300 4 40l 2 S b A} - 18 = AT80. Zhraiaiiem -uh t!nprmcssa dobivamo ‘=
reznltat 42012 :
irugo ryesenze. Raznun gropiramima, drugacijim od rethe adne il]JlS&I“lU% Mozeste
dabiti 15t rv?ultat
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2wl

2, razred - rjesenja . -,
Zadaci za updinski susret ucenika srednjih skola ;e 0
Bepublike Hrvatske 23. veljace 449, ... ..

L Dobivena ini trokuta slicna su trokutu G _
- A BE Zhog teorema o pnvmnama slienih Car
‘trokuta'shijedi : P\ /P = ajia’, :PfP = .
ﬂﬁ;G.P&*JP— G-;,G,L_l_.-m\r] Vf = 1{__‘“! :
ay/a, vPivP = asja. PivP =azja. T
Zbrajanjem:
Bt vPr e VB ayiaestar a s
MOFVIe v Ve a1 e 8 s g G
\;'P i a
- jo s pgmn oo e A
Dakle : \-‘rP = \.‘[Pl + \-'P". i P3. @--/*
_ ol . . . -
15 b . Prvo rjesenje. y o= (- M2~ 5Nz -6 Hz~T}+43 = [{(z—4Hr-T) i {z--5}z—6)+3 =
(22 - 11z £ 28)(a%~ 11r 1 30) § 3z ({7 - 112 +29) - B [(.r? - 1u-+‘29)+1§ +3=
A2t~z 297 - 143 :
&
(r? —1Yr+ 29) e uvijek vede od 0, a mimmum { 0 }pﬂ-;tlzr- u t,nrkama. {ll ++/5)/2.
Minimur funkeije yiznosi i — 143 = G
Drugo rjesenie. }wmi«:;j w ﬂﬂghdno shmetricna oko tacke x = (w + 6}Y/2 = 11/2 3'5‘{
Staviime zato £ = v - 11/ : : 57
go= {t - a2 {t - /Yt + 1/2) (¢t + 3/2) + 3.
Sada se vidi da treba giupiraui prvi sa zadnjim te srednia dva faktora :
v (67 - (372 — (1)) + A ' &
Stavimo B u s 2, dobivamo : y = (u—(3/21) {u~ (1/2¥)+3 = v° —5/2u+9/16 +3. &
Odavdje slijedi da ie minhnum funkcije y jednak 2. G
25 3. Preo rjesense. Zelimo i da jednadzbe imaju jedne zajednicko kompleksno rjekene,
edgovarajici kaeticijenii tih jednadibi morap biti medjusobno proporcionalm. To je
moguée samo sa o = o Pogledapuo jos da L mogu hnalt jedno zajediicke realno GV
ryesene. o
Rijegenia prve, ndnosno druge jednadsbe su redom -
ety -4 —J vl ~da
L"J. 5, PR BT L e
Badudi da rjesenis morap biti realna, dobivamo da moa biti a . 2. Oba rjedenja A
prve psdnadzbe su pezitivia, pree vece, druge manje od ar Samo jednoe resenje donge
it =1n~m'?h-' e pe Zitiveio i o je matie vd o lednacavariom debivans - a0t Vvat— 4 =
21 8T . PEegn B SUNE Anadibin £ kostits o o 103 dobivama a = -2, f;_!{f-k‘l
Drugea rpesenye. tho nazovemo risgeria prve (2dnadabe s 10y, 2 drige 51,03, Viete-
ove formle daqu o g- e ro= agyx, = Lo vxy o - L rres = a0 Bhuumraniem e
5
i
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1494, -fe‘acf, =7 . oy, -jéfe,nrt

dobivamo 2,/z; = l/a, & —g3 = ~a+ 1. 2;+ ajfz3 = —a. Eliminimxij@m zg iz ovih = &®
iednadibi Sﬁjﬂdi":h —are = a4l opo4 I,_I'i:l'1' g Od'avdje se liko moie izrafunati @
da mora biti ¢ £-{3, -2} ¥ : : TG

Trece pjesenje. Promatramo i ove jednadibe kao sistem jednadibi. dobivamo : a = G&
e R S LI (g Ny B R N Dakleﬁvl*-ﬂ t] .9:1.—]%3::( 1:’::\:’—)/'2.

Tada imamo : a1 = - 7. aga :_LH _ ) . N
wh 4. Prvo rjedenje. Sume koje trebarmo dobm u pojedunm Tecima;: stupc:sma ina dljago-
nalama su {1 + 2 +... + $}/3 = 15. Ako brojeve:u t-a_l_)hc_: ‘oznatime kao na slicl : Gl
3 : :

Ty *13 - Ty
Ty s Loz

i1

I3 &z X3z

. dobivamo sistem jednadabi :

I1) + 6+ a3 =15
X0y Fg+ gy = 15

Car s
Tyz-+ 5§+ Ty =15 a2
Ta; + §+ 213 = 15,
gdie su z,, medjusobna razkiciti brojevi iz skupa {1,2,...,9{. Broj s mora biii iz istog ~ G&
skupa i razli¢it od svih «, ; Zbrajanjem syih ovih }ednadsz ds}hlvamo 142434 )
445464748424 35 60. Dakle, s = 5. : ' G
Drugo ryedenje. MoZzemo analizirati sistem jednadibi., Uvjerima se p!ri'f: d_a ne WMOgU oo
dva 7-2 1 jednoj jednadzhbi biti “mala”, éak niti 2 1 4. Dakle i u tom najboljem sluaju, &=
s mora biti jednak 8. Tada se lako vidi da moZemo jos rijesits drugn i tredu jednadsbu s
{ 5+2. 6+1 ), ali cetyria vise ne ide . .. ot
Ako su prvi swnandi npr. redom 1,2,3, 4, onda s moge bit najsnanje }edna.lr. 5. Tada
se vidi da treéi sumanc moraju biti 9 8 7,8 1 to je jedino mogude rjesesnje. S
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RIESENJA ZADATAKA za 111 RAZRED. — OI’/\LLH‘(L‘( (gt](
(s bodova) :
1. Iz t.ga... e t.g?o: = :-—_L primjenom formule tg% ——ii—,; Sh]edl

2y . . e B .
vy 3+z . = %
— ° b .
tnf: Yeoplp .20 badova
a odatle nakon sredivanja: | _ - i
e 132 o2 SN A
{z+1)° o sl P
S D b i o i

s e : . T B o fe 8
Primjetimo usput da je ovo Jednadm h?ﬁerbo!e. Dakle: @

| ' ES
yéim_ “os 5 b’.} ‘U(’\-

s boal'ouq) X &(:3,0} ' ‘_B 3,0) /X.
2. Zbog logz(9 ) = 2z je .

z(iogo‘s(z:’ + 327%) O,

pa imamo dvije moguénosti
a) z>0i logu_s(z’ +3z) > -2
b) z < 01 logg s(z% + 3z) < ~2.
Razmotnmo najprije slucaj a). Mora biti 22 + 3z > 0 i zatim, kako je baza man_;a.
od 1, z% + 3z < (0,5)% = 4. Ove dvije nejednakosti zajedno povlae z € (—4, — =3)u(0,1)
odakle zbog = > 0 slijedi z € (0,1). 4{5 bodgl;
Na potpuno isti nagin rjesava se i slucaj b), za koji se dobiva z € (—co, -4),

%S ocove

S bodova

Rjesenje polazne jedanadibe je z € (—oor)LU(0,1 ).

-
AY
%s%t*?x
z
‘1 =Y 3IX-%
X
w -3 o
4 / q o,
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M‘M " —-o'ﬁgf, -3 vaar, - 17‘63 & Z\
(@S bodov <) ‘

3. Svaki od danih 25 pravaca dijelit ¢ée zadami kvadrat na 2 trapeza. Povrsu:e tili
trapeza odnosit ¢e se kao 3 : 2 ako i samo ako im sc sredujice odnose kao 3:2.U0
unutrainjosti kvadrata postoje 4 tocke 4, B, C, D takve da svaki pravac mora prolaziti
jednom od njih da bi se povrsine oduosile kao 3 : 2. Kako imamo 25 pravaca i 4 tocke,
po Dirichletovom principu postoji bar 7 pravaca koji prolaze istom totkom. KaLo imamo
tri bo_;e, to.su po barem tri od tih sedam pravaca iste boje.

/
tn 3

b

e+

g X

(25 bodava) _
4. Odaberimo koordinatni sustav . tako da je A(0,0) i da k ima jednadzbu z?+ (j -
P =4 ' '

(1) o2ty -2ry=0.
Tada £’ ima jednadzbu:
® I

Iz (1) i (2) slijedi y = &, i to su ordinate to¢aka B i C Kako su tocke AI ﬁsm}etncne
u odnosu na pravac BC, to s!ijeds da je D(0, E—} Zato kruznica oko D koja prolazi kroz
A ima jednadzbu 2* 4 (y — %—)2 = (%—}"', tj. _ et oy .ﬂo {506!30'

] 2
3) : =2+-y’—~2—§—y=0-

Iz (2) i (3) slijedi y = 5, tj. tocke B’ i C’ imaju ordinatu 5. Kako su toctke 4 i X :
simelriéne u odnosu na pravac B'C’, to slijedi da je X(0,r). _ i 15 Lodtm.l:

¢

¥
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RIESENJA ZADATAKA ZA 4. RAZRED  — orc’,}wrtw 994

1.a, = a) + (m - 1)d = n . .
a = a; + (n - 1) = m}=?&%i_ %n =;§W 7,n)d =0 -ﬁi
' RS 8 e . . 10 bodova -
ap £ a; + (m - 1}-(ﬁ1) = 0= a;=m+n-l . 5 bodova
an = & + (p - 1)d =m + i+ {p - L)-(-1) . :
: = ap =m+ n - P. ... : }O_bodova

2. Moraju biti ispunjeni ovi uvjeti::®

2
408 2% y 408 X o o 13

x > O, x%l,l-—x}@@fﬁ

Iz jednadibe se zbog log w 24041 X 7 G dobiva

C 2% & A .  3§Jbod0va

2 2
2cos x - 1 +4C08 x) - -1

1651/5(4 5 bodova

32 2 52
(08 X3S 4 4.4%0% X _30. ¢,
Za t = #C0E"X > G dobiva se t2 + 4t - 12 = 0= t=28 10 bedova

Cos X = - =?Améift§ + kKZF (kg€ )

K i /’/ 1 -
= X =7 1 K=/QZ?' © bodova
AN hEe

L
%, .Vidi sliku!
Primijetimo da put mora proé¢i svim tocdkara 1 duZinama
oznadenim dvostrukom crtom. Ne srmanjujuéd opéenitost
mozemo pretpostaviti da je p = Qs 5 bedova
Jo$ treoa odrediti na koliko naina se mole od todxe
(0,0) doéi do todke (p.p). Tom moZemo uraditi metodom
materatidke indukceije. 5 bodova
Ako je p = 1 tada postoje todno 2 puta. 5 bodova
Neka se za dano p iz ishodiita moze doéi do tolke (p,p)
doéi na NP nadina. Za p+l bit de Np+l puteva, i za svaki
put koji ide do todkk (p,p) postoje dvi e moguénosti za
izbor do tofke {(p+1,p+l), dakle ima 2.N_ nacina. Buduéi

f./
da je Nl = 2 dobivamo da . je Np+1 = 2p+l’ td, Np » 2P,

5 bodova
£ o f
Y e L boaoua
4 '[,. = .|, T _1 __4:,__._1.\...__, e i
o) i
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(491, fD}m. ""L( ALY, “‘"IT?LL ‘]"\

4. Neka 1e oko'Jednog zagedqlvkog vrha naslagano ] QrdV¢1ﬂlh

n~tg2rokuta . Kako je Ewgg kut | brav 1nog n—teroxuta mora

biti: m«ﬂgga =2% , tj. mn~2(m+n) Trate se rJe%enga ove
jednadZbe u siupu N. Bar jedan od tih-brojeva ‘mora odito
biticparan. Ako su oba broga parna, tj. m= %ﬁ’ n=2v, tada
sllgedl fu;—g+p, td.éx v o1 Kako susgedn¢.brodev1 nemaju
zaaednlékl faktor, to je naFno S Pl S et v 2 gxha b i
m=n=%. Ako je m= %L ~2v+1 tada SllJedl _e'gr—w Kako
sus;ednl meparni brogevm nemagu zagednlckl faktor, to je
- nuZno 2# l 1, tj. ¥=1, s §,_tJ. m=6, 'n—,. DlanO o
- m=2y 41 “n=2p slijedi nuZno m=3, m=6. Zato su Jedlna moguca
pa;ketlranda” ona sa po 4 kvadrata, poc 6 pravilnih trokuta
i pd pravilna Sesterokuta oko svaxov zadednlrkog vrha.
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