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I. razred

1. Kugla polumjera R presjecena je s dvije paralelne ravnine tako da je
srediste kugle izvan sloja odredenog tim ravninama. Neka su Py 1 P,
povriine presjeka, a d medusobra udaljenost danih ravnina. Nadite
povrsinu presjeka kugle ravninom koja je paralelna danim ravninama i
jednako od njih udaljena.

2. Odredite ¢etveroznamenkasti broj oblika aabb koji je potpuni kvadrat.

3. Dokazite da se svaki poligon opsega 1 moze prekriti krugom polumjera
1

1

V7+2/n

4. Za kojen € N je izraz ST

cjelobrojan?



Rjesenja zadataka za prvi razred.
Svaki zadatak nosi po 25 bodova.
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Kvadriranjem se dobiva
R =1} =d +2d\/R? =71+ R* ~ 12, [ (-])
R? — p =‘f+(lm+32—1'f,

a odavde zbrajanjem proizlazi

1.2 2 _ _d _ 1.2 .
T2 =P = =7 — 3N /7r

P = :—(QP] + 2Pz + ([zﬂ').

. Oznatimo sa z trazeni broj i neka je on kvadrat brojecy. Tada je

z = y* = 1000a + 100a + 10b + b = 11(100a + b).

Odavde zakljucujemo da je y djeljiv s 11, pa je zato z djeljiv s 112,
Kako broj 100a + b = 99a + (a + b) mora biti djeljiv sa 11, toa+b
mora biti djeljivo sa 11. Iz 0 < a + b < 19, mora biti a + b = 11. Zato
jex =11*(9a + 1).

o



Iz ove jednakosti zaklju¢ujemo da je 9a+1 kvadrat cijelog broja. Jedina
znamenka a za koju je 9a + 1 kvadrat prirodnog broja je a = 7. Tada
jeib=41i trazeni broj z = 7744 = 882.

. Odaberimo totke A i B na poligonu tako da ga dijele na dva dijela
1
5

jednakih duljina

Neka je O poloviste duzine AB, a M bilo /koja tocka poligona. Tada je
|AM| 4+ |BM| < L paje

29

OM| < Y(|AM|+|BM|)<1-1=1
sto znali da totka M pripada krugu K(O,3), pa je i itav poligon

sadrzan u krugu.

A = VI+2y/a | 2THVR _ l4tint5VTn
: Wi-yn 2T+ n T 28-n  °

Supstitucijom n = 7k% k € N slijedi

A = l4+14k2435k _ (2k+1)(k+2) _ 2k41 _ _9 4 5
- 28— Tk? T (2-k)(2+k) T 2=k T —k+2°

Kako je A cijeli broj mora biti 5 djeljivo sa —k + 2. Zato mora biti
—k+2¢€{-5-1,1,5} tj. k€ {7,3,1,} odnosno
A€ {-3,-7,3}.

Dakle, izraz je cjelobrojan za k € {1,3,7}, odnosno za n = 7k? €
{7,63,343}.
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II. razred

. Rijesite u skupu R nejednadzbu

4% — 21‘+1 -2
2w — 4

| < 1.

. Odredite sve trojke prirodnih brojeva ., vy, = za koje vrijedi

2 03 4
prtpta=h

<

. Dane su tocke A i B u ravnini. Dokazite da je geometrijsko mjesto

tocaka M takvih da je |AM|?> — |BM|?> = k (gdje je k dani broj),
pravac okomit na pravac AB.

Oko kruznice su na bilo koji nagin opisani trokut i kvadrat. DokaZite
da je duljina dijela opsega kvadrata unutar trokuta veca od dijela izvan
njega.



Rjesenja zadataka za drugi razred.
Svaki zadatak nosi po 25 bodova.

1. Istovremeno moraju biti zadovoljene slijedeée dvije nejednakosti:

47 _2x+1 _o . 4% _px+1 _o .
i a <1 1 e > —1 t).

4539749 . e
<0 i £
Supstitucijom
2=t t>0 i 2=t t>0
dobivamo
. LI S (t=1)(t=2 . t—3)(t+2
<0 i t—[:td—b'>0,tj. %2<0 1 g_tg‘q—l>0
Rjesenja ovih nejednadzbi su
te(0,1)uU(2,4) i t€(0,3)U(4,+o0).

Obje nejednadzbe su zadovoljene za t € (0,1), pa je rjesenje polazne
jednadibe z € (~o0,0).

t2-3t42
t—4a

A |
i
A 1-
LA LLLA & I NIVIIV . IS ININDIIIIIIIY) el hhpp o ff 1 S e
of 4 ETETTW s ol A TE s g 5
-4 -4
9 Neka | = minfoa cLo2 2 3 3 4 4
2. Neka je @ = min{xz,y,z}. Tada je S mp<m:Hz<3% =
1<% = a<3.

<z
(a) Ne moze biti a = 1.
(b) Akojea=3tadajez =y =2 =:

(c) Neka je @ = 2. Sada mora mora biti z> 2z = 2 il y=2.
Promatrajmo slucaj 2 = 2. Tada je 3= y% + 4. Kada bi bilo
y = 2, onda bi vrijedilo da je % = % +2> % $to nije mogude.

Analogno ne moze biti z = 2. Dakle slijedidajey >3i12>3. Za
b=min{y,z} je 1< 57;, tj. b < 3. Dakle jedan od brojeva y i z je

Jednak 3. Oba slu¢aja otpadaju jer rjeSenja nisu prirodni brojevi.
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Neka je y = 2. Sliénim zakljucivanjem se dobije x =31 z = 12.
Rjesenja su: (3,3,3) 1 (3,2,12).

3. Neka je M’ projekcija tocke M na pravac AB. Tada je
|AMP? — [MB|* = |[AM'] + |M'MJ? — (|M'M|* + |M'B|?) =
= (JAM'| + |M'B)(|AM'| - |M'B]) = | AB|- (|AM"| - |M'B]).
Ako je M’ tocka na 151'a.VCL1 AB takva da je
|AB|-(|JAM'| —|M'B|) = k tada svaka totka pravca okomitog na pravac

AB koji prolazi tockom M’ zadovoljava danu jednakost. Ako neka tocka

M zadovoljava jednakost |AM|*—|M B|? = k, tada je |AM'|—|M'B| =
|Ak_B| i takva tocka je jednoznaéno odredena.

4. Moguda su dva slucaja i promatrat ¢emo svaki posebno.

(a) Dva vrha kvadrata su u trokutu.

Dio ruba kvadrata unutar trokuta ima duljinu vecu od 4a, tj. veéu
nego dio izvan trokuta.
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(b) Samo jedan vrh kvadrata je u trokutu.
Dijelovi kvadrata iz vrha A, koji su unutar trokuta imaju duljinu
vecu od 2a. Preostala tri vrtha B, C, D su izvan trokuta. Uzmimo
vth C. Buduéi da je |[EF| = |[FG|i |GH| = |HI| odakle se dobiva
|EF|+|FG|+ |GH| + |HI| > Y(2ar) tj. |[EF|+|HI| > Llar.
Sliéno se dobiva za B i D. Zbroj duljina dijelova ruba kvadrata
unutar trokuta je vedi od

20+ 3 - %(m > 4a,
Sto znaci da je duljina dijela opsega kvadrata unutar trokuta veca
od dijela izvan njega.
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[11. razred

1. U pravokutnom trokutu ABC stranica AB je hipotenuza, a tezisnice
AA' i BB’ se sijeku u tezistu T. Dokazite da je cos LATB' > % ida
jednakost vrijedi ako i samo ako je trokut jednakokracan.

2. Unutar kruznice polumjera R nalazi se n manjih kruznica polumjera
1,72, ..., s takvih da je ry + 7y + ... + 7, > 4R. Dokazite da postoji
pravac koji sijece barem 5 manjih kruznica.

3. Nad stranicama AB i BC trokuta ABC konstruirani su jednakostrani¢ni
trokuti ADB i CBE. Ako je T teziste trokuta CBE, a P poloviste
duzine AC dokazite da je ZDPT pravi kut.

4. U trokutu s duljinama stranica «,b,c i nasuprotnim kutovina a, 3,7
definira se tzv. Brocardov kut w formulom

m = ctgw = ctg o + ctg f + ctg.
(a) lzrazite zbrojeve a>+b0*+c?, a'+b'+c' i b c®+c?a’+a®b? pomocu

veliine m i povrsine P trokuta koristedi prethodno dokazanu for-
mulu

2%c% + 2¢%a? + 2a%b? — ot - b — ¢ = 16 P2.
(b) Dokazite da je m > 3. Sto to zna&i za kut w? Za koje trokute
vrijedi jednakost?

(c) Dokazite da ne postoji trokut kod kojeg su a, b, c, m cijeli brojevi.



Rjesenja zadataka za treéi razred.
Svaki zadatak nosi po 25 bodova.

1.

Prema Pitagorinom poutku je |[AA]? = ()2 + 02 = (% + 38?) i
|BB|* = (2)? + a* = Y(c? + 3a?).

Prema svojstvu tezidnice je |TA| = 2|AA'| i |TB'| = 3|BB'|.
Prema kosinusovom teoremu je: ’
|AB'|* = |[TA? + |TB'|? - 2|TA| - |TB’| - cos ¢.

2¢?

Nadalje, |AB'| = 1b, pa je cos ¢ = Timoan

Kako je ab < 1(a? + %) = 1¢?, onda je 9420? < 3ct. Zato je

2¢? 4
COS ¢ 2> —=ti0ee = 3,
d) - \/4c4+%c4 5
Jednakost vrijedi ako i samo ako je ab = J(a® + b?) tj. ako i samo ako
je a=bh.

. Povu¢emo bilo koji pravac kroz srediste kruznice i projiciramo or-

togonalno sve kruznice na taj pravac. Prema Dirichletovom principu
barem jedna tocka pravca bit ée u projekciji baren 5 razligitih kruznica.
Naime, ako nijedna tocka pravca ne bi bila u ortogonalnoj projekeiji
vise od cetiri kruznice tada bi bilo 7y + 7, + ... 4+ r, < 4R. Kroz tu
toéku povucemo okomicu na taj pravac i to je traZeni pravac.

. 1. rjesenje

Trokuti PQT i DRP su sli¢ni jer je
LPQT = LDRP =90° + i

PQ _ 5 _pr_ £
QT = o = RP = 7§

Stoga je LTPD = LRPD + LQPR + (TPQ =



4.

!

al= O

= [(QTP+ (TPQ+ B =90°— B+ =90°

2. rjeSenje

.PT = (-RD +1BC)- (AAB + 1QE) =
E-B—(j—éﬁ_D)-—E)z%accosﬁ—%-¥~%§cos(180°—ﬂ)= .

(a) Iz Heronove formule slijedi

16P? = 16s(s —a)(s=b)(s —¢) =
=(a+b+c)b+c—a)a—b+c)at+tb—c)=
= [(b+c)?—a?][a*—(b—c)?] = (2bc+b*+ct—a?)(2bc—b*—c?+a?) =
= 4b%c? — (B + ¢* — a?)? = 20%c? + 2c%a? + 2a%0* — a* — bt — L
Imamo dalje
m = ctga +ctgf+ctgy = JEE2 + JRD 4 Ty =
e
a?+ b0 +c?=4Pm (1)
Kvadriranjem slijedi

2% + 2¢ta? + 2a20? + at + b + & = 16P*m?,

3



(b)

Pa zbrajanjem i oduzimanjem s danom jednakoséu

21)2C2 + 20242 + 2a2h? — at — b4 — c? = 16 P2 (2)
slijedi odmah

b2 + cta® + o = 4P (m? + 1), (3)

a' + b + ¢t = 8P (m? — 1). (4)

Zbog (2) i (1) dobivamo

m? -3 = ﬁlp—z[(a'2 + 0+ c*H)?-3. 16P?) =

(@ + 0% + ¢2)? = 3(20%¢ + 2c2a? + 2a2b? — ot — bt —ct)] =
= F7(2at 4+ 20" + 2! — 222 — 92y — 2a%?) =

= 5hl(B = 2 4 (¢ — )2 4 (2 = 7)) 3 0

s jednakoséu ako i samo ako jea=0b=c, tj. trokut je jednakos-
tranican.

Neka su a, b, c,m prirodni brojevi. Iz (3) 1 (4) slijedi formula

(m? +1)(a + b* + ¢*) = 2(m? — (0% + c2a? + a?b?),
koja se moze pisati u obliku

2m?(a’ + ' 4 ) = (m? - 1)(a® 4+ 8% 4 ¢?)2. (5)
Mozemo pretpostaviti da su ovdje a,b, ¢ relativno prosti, jer inace
mozemo cijelu jednakost podijeliti &etvrtom potencijom najvece
zajednicke mjere od a, b, c. Zato brojevi «, b, ¢ nisu istodobno svi
parni. Ako su sva tri broja neparna ili ako su dva parna a jedan
neparan, tada su (a® + 02 + ¢2)? i a + b1 + ¢* neparni, dok je za
parno m broj 2m? paran, a m? — | neparan, dok za neparan m je
(m?—1) = (m+1)(m—1) djeljivo sa 8, a 2m? samo sa 2, pa je (5)
nemoguce. Ako su od brojeva a, b, ¢ dva neparna, a jadan paran,
tada se lako vidi da su brojevi a® + b? + ¢? i a* + b* + ¢* umnosci
broja 2 i neparnih brojeva, dok je (a® + 0% + ¢?)? umnozak broja 4
i neparnog broja. Za neparno m lijeva strana od (5) je djeljiva sa
4, dok je desna strana djeljiva bar sa 16. Za parno m desna strana
od (5) djeljiva je samo sa 4, dok Je lijeva strana djeljiva bar sa 16.
Zato je (5) opet nemogude.
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[V. razred

1. Zadan je niz {a,} rekurzivnom formulom
2+b
An+1 :&)’ZL’ O<b$1, ao:().

Pokazite da je niz konvergentan i izracunajte mu limes.

2. Unutar kruznice polumjera R nalazi se n manjih kruznica polumjera
r1,72,...,7, takvih da je ry + 7y + ... + 7, > 4R. Dokazite da postoji
pravac koji sijeée barem 5 manjih kruznica.

3. Nad stranicama AB i BC trokuta A BC konstruirani su jednakostrani¢ni
trokuti ADB i CBE. Ako je T teziste trokuta CBE, a P poloviste
duzine AC dokazite da je /D PT pravi kut.

4. U trokutu s duljinama stranica a,b,c i nasuprotnim kutovina «, 3,7
dafinira se tzv. Brocardov kut w formulom

m=ctgw = ctga +ctg B + ctgy.

(a) lzrazite zbrojeve a®+4b%+-c?, a*4+b'+c? i b c®+c?a’+a®b? pomoéu
veli¢ine m i povrsine P trokuta koristeci prethodno dokazanu for-
mulu

20%¢% + 2c%a? 4+ 22?02 — a* — bt - ¢ = 16 P2.
(b) Dokazite da je m > 3. Sto to znati za kut w? Za koje trokute
vrijedi jednakost?

(c) Dokazite da ne postoji trokut kod kojeg su a, b, ¢, m cijeli brojevi.



Rjesenja zadataka za cetvrti razred.
Svaki zadatak nosi po 25 bodova.

1. Pokazimo da je niz {a,} rastuéi : a; = % > a,. Pretpostavimo da je
@yp > ayp-q > 0. Tada je

24 a2_ +b
Angpr = B2 > e

> =a, 20,

$to znaci da je niz monotono rastuéi.
Pokazimo da je a,, <1 tj. niz je ogranicen
2+b b
OSan+1=i“2—Sl;—Sl-
Zato postoji @ = lim,_o ay, :
2 -
a=—i"2b = a’—-2a+b=0

iodavde a=1-+/1-0.
2. Vidi rjeSenje 2. zadatka za treéi razred.
3. Vidi rjesenje 3. zadatka za treéi razred.

4. Vidi rjeSenje 4. zadatka za treéi razred.



