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Zadaci za opéinsko—gradsko natjecanje ucenika
srednjih $kola Republike Hrvatske

4. ozujka 1995. godine

I. razred
1. Na stranici AB trokuta ABC leze tocke F, G, H tako da je F' izmedu A i

G, a H izmedu G i B. Ako je |BH| = |BC|, |HG| = |HC|, |GF| = |GC],
|FA| = |FC|, te $CAB = 5°, izratunajte koliki je JABC.

2. Duljine stranica baze trostrane piramide jednake su a, b, c. Svi kutovi izmedu
bridova uz njezin vrh su pravi. Izracunajte volumen piramide.

3. Dokazite da za realne brojeve a # b # ¢ # a vrijedi sljededi identitet

a® b3 e
= b+c.
o RG-8  Bab-d —a=n e
4. Dokazite da za svaki prirodan broj n vrijedi nejednakost
2 2 1
V2 e vi2 ARl om
3 2 ¥ 2n+1 2
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Rjesenja za prvi razred

1. Po pretpostavci trokuti AFC, FGC,GHC i HBC su jednakokraéni. Zato
redom imamo:

&

1'-:1’ F G H B
JFCA = JCAF = 5° 5 bodova
JGCF = 4CFG = 10° 5 bodova
JHCG = 4CGH = 20° 5 bodova
4BCH = 4CHB = 40° 5 bodova
JBCA = 5° +10° + 20° + 40° + 75° 5 bodova

JABC = 180° — $BCA — JCAB = 100°.

2. Neka su duljine bridova koji izlaze iz vrha piramide jednaki z,y,z. Svi

ravninski kutevi uz vrh su pravi i iz Pitagorinog teorema dobivamo sistem
jednadzbi

a® =a¥ 49
B2 =2 + 22

e? = 2% + 22, 5 bodova

Zbrajanjem ovih jednadzbi dobijemo
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a + b+

24yl bR = : ?

a odavde redom

- \/Tr \/szT \/muc
-——'—2 )

Volumen piramide jednak je V' = % _:1:_231 g Basyz

1
= -ﬁﬁaz—52+c2)(a2+b2—cz)(*az-i—bg—i—c?).

a® b3 3 B

 Gohe=9  B-9t-o  (-a-b
(c — b)a® + (a — c)b® + (b—a)c®
(a—b)(b—c)(c—a)
(c-—b)a ta(®®—c3)—be(V? =) _
(a—b)(b—c)(c—a) a
_(b—o)=d® +a(®? +be+ ) —be(b+e)] _
- (@a—b)(b—c)(c—a) N
(b-—c)[— a(a? — b?) +be(a—b) +*(a—b)] _
(a—b)(b—c)(c—a)
b — ¢)(a — b)(—a® — ab+ b+ c?)
:( (a—b)(b—c)(c—a) =a+bd+e

JEEFT) 1
2k+1 2

ak(k+1) < (2k+1)? <<= 0<1

Kako je ova tvrdnja istinita i kako na lijevoj str

manada, to je i polazna tvrdnja istinita.

Pokazat ¢emo da je svaki sumand na lijevo] strani manji od 5"

10 bodova

10 bodovai

25 bodova

10 bodova

ani nejednakosti ima n su-

15 bodova
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I1. razred

- 905
17— 122 17 -+ 123/2

2. Dokazite da jednadzba z? — (@ + ¢)z + ac — b* = 0 ima realna rjeSenja z; i
x5 za bilo koje realne koeficijente a, b i ¢, te da su a i c rjeSenja jednadzbe
(y— o)y —22) + b =0.

1. Dokazite da je izraz

racionalan broj.

3. Neka je z kompleksan broj takav da je |z| = 2. Odredite minimum i maksi-
muin izraza

1
o= ~|,
z

4. Unutar trokuta ABC nalazi se tocka R. Paralela sa stranicom AB kroz R
sijeGe stranice AC i BC u totkama M i N, paralela sa stranicom AC kroz R
sije¢e BC i AB u tockama E i F, a paralela sa stranicom BC kroz R sijede
AB i AC u K i P. Povrsine trokuta NER, PMR i FKR iznose redom 6°,
b2, ¢*. Odredite povrSinu trokuta ABC.
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RjeSenja zadataka za drugi razred

1. Racionalizacijom izraza pod korijenom dobiva se

V6 -2v2)(17 +12v2) - /(3 +2v2)(17 - 12v2) =

= /392 — A3 =02 = 15 bodova
- (\/E—i- 1) - (V2—-1)= 2, 10 bodova

2. Diskriminanta ove kvadratne jednadzbe je
D=(a+c)?—4(ac—b)=(a—c)?+(2)>>0
Sto znadi da su oba korijena x; 1 zz realna. 10 bodova
Prema Vieteovim formulama je
X1+ Ty =a+c, zi-Ts=ac— Dbl 5 bodova
Drugu jednadzbu zapisimo u obliku y* — (z1 + 22)y + 122 + b =0.

Uvritavanjem gornjih formula dobivamo (y — a)(y — ¢) = 0 Sto znaci da su

korijeni druge jednadZzbe y; = a iy =c. 10 bodova
z _
3. lz»l‘:‘z 1\:l-lzz—ll 5 bodova
z 2 2
122 =1 < |2 +1=|z2 +1=5 5 bodova
|22 1> 12| -1=|22-1=3 5 bodova
3 5
Odavde slijedi da je lz - —' €| ]
1 3
Zaz=23elz-——‘:— 5 bodova
z 2
1 )
Za z=2ije zﬁ—‘ﬂ\ —ﬂ‘-—‘21+§|-—§. 5 bodova
5
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4. Trokuti NER i PM R su sli¢nl radi Cega je |MP|: |RE|=b:a.

C

K B

Kako je |RE| = |PC| toje |MP|:|PC|=b:a. Trokuti PMR i PCR imaju
jednaku visinu pa je

PPMR : PPCR = |MP[ . |PC| =B R
odakle slijedi Ppog = % .52 = abi Prgep = 2ub. 15 bodova

Analogno se dobiva Pryar = 2bc, PrRxpN = 2ac i dobivamo

Papc = a® + b% + ¢ + 2ab + 2ac + 2bc = (a + b + ¢)?. 10 bodova
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ITI. razred

1. RijeSite jednadzbu
108 (241 (z® -9z +8)- log(,_j)(z+1) =3.
2. Rijesite jednadzbu
1+ cos 4z = m(sinz — cosz)?
i diskutirajte njezino rjeSenje u ovisnosti o m € R.

3. Neka je O srediSte upisane kruznice trokuta ABC. Dokazite da vrijedi

|AO|? - |BC| + |BO|* - |AC| + |CO|? - |AB| = |AB| - |BC| - |CA|.

4. Konstruirajte trokut ABC ako je zadan opseg a + b+ ¢, kut a i duljina ha
visine na stranicu BC. Raspraval
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Rjedenja za treci razred

1. Jednadzbu zapiSemo u ovom obliku
log(z® — 9z +8) log(z +1)
log(z + 1) log(z — 1)

odakle slijedi 2% — 9z + 8 = (z — 1)3. 10 bodova
Nakon sredivanja dobiva se jednadzba z* — 4z + 3 = 0 Cija su rjeSenja x; =
1.y =8 10 bodova
RjeSenje x; = 1 otpada zbog uvjetaz —1> 0. 5 bodova

Lako se provijeri da je £ = 3 rjeSenje polazne jednadzbe.

. U sljedeéih nekoliko koraka jednadzbu ¢emo svesti na jednostaviniji oblik
1 + cos? 2z — sin® 2z = m(sin® z + cos? £ — 2sinz cos z)
2(1 — sin® 2z) = m(1 — sin 2x)
2(1 — sin 2z)(1 + sin 2z) = m(1 — sin 2z)
(1 —sin2z)(2sin2z+2—-m) =0 5 bodova
1° sin2z=1 = i = —Z—+kﬂ 5 bodova
) m
2° 8inZ2x = 2 1
Ova jednadzba ima rjeSenje za % —1€[-1,1], tj. zam € [0,4].
Odavde se dobivaju rjeSenja

1
g arcsin(% —1)+kr, me[0,4]

1 1
T = —5arc sin(% - 1)+ (k+ §)1r, m € [0, 4]. 15 bodova
. Sa slike se vidi da je |AO| = =
sin —
2
Iz kosinusovog teorema a? = b* + ¢ — 2bc cos a dobivamo
B2 it Mgy .
—_FEC{;C—G = cosa = 1 — 2sin’ %, tj.
s 1 b? +c? — a? a? — b? — c® + 2be
sin® — = —(1 = ) = =
2 2 2be 4be
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@ -(b-0? _(a-b+olatb=0) 1 _(s=bs—c)

4be 4 be be
2 2
. r*b
Sada je |AOJ? = r 7 = L 1 10 bodova
sp? = [s—b)(s— ¢)
2
¢

0
r

iF G""z L

A B

Analogne jednakosti vrijede i u preostalim slucajevima za |BO|? i |CO|? pa
je lijeva strana jednakosti jednaka

r?abc r2abe r?abe
G-De—0)  G-0-a) (s-a-0
r2abc
= (S_G)(S_b)(s_c)(s—a+s—b+s—c):
r2abc- s P? - abc
T (s—a)(s—b)(s—c) =T pr ale,
5to je jednako desnoj strani. 10 bodova

4. Analiza: Na pravcu BC, gdje je, |BC| = a odaberemo tocke Ay 1 A, tako
da bude |A1B| = |AB| =¢, |CAy| =|CA|=b i |A14sl =a+b+ec.

Promatrajmo trokut AA; A; kojem je opisana kruZnica sa srediStem u tocki

0.
1
JAA1 Ay = §BAA, = S JABC =

i

=R N

YA Az A = JA, AC

I

1
5IBCA =

]

1
JAyAA, = IBAA; + JCAB + 4AAC = a + ik TP 5(180° — ) =

& 2
90° 4+ —.
+ 2
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10

JA0A; = 2-4A3AA; = 180° + a, pa je 4A;04, = 180° — o odakle se

dobije JA»A;0 = JOALA; = %
Opis konstrukcije: Konstruiramo srediste O kruznice.

10 bodova

Dio kruznog luka A, AA, sa srediStem u toc¢ki O polumjera OA; sadrzi tocke

iz kojih se duzina A; A, vidi pod kutem 90° + %

1 :
Sada je |OP| = §|A1A2 | tg %. Konstruiramo pravac paralelan praveu A; A
na udaljenosti h, od njega. Taj pravac sijee kruznicu u tocki koja je vrh

A trazenog trokuta.
tockama B 1 C trokuta.

. o . a+b+c .
Diskusija: Ako je |OP]+ha <1 =~ il
Zoos—
2
b b+c
Mtgg—l-hﬂ &5 ?’% tj.
2 2 2cos —
2
b . i
ha € ﬂ—:%e(l —sin g), postoje dva rjeSenja.
2cos — B '
b .« = F—
Ako je hy = Gedrdh (1 — sin —), postoji jedno rjesenje.
2cos — 2
2
b . .. C
Ako je hy > ol £V (1 — sin g), nema nijedno rjeSenje.
2cos a2 2

Simetrale duzina AA; i AAj sijeku pravac A1 A; u

10 bodova

5 bodova
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IV. razred

1. Za broj z € (1,2) definiran je niz
apg = 1
g, An—1
" log, 2
Dokazite da je  a, < logz 2 za svakin € N.
iy

+1, meN.

2. Dana je pravilna trostrana prizma. Odredite kut izmedu dijagonale pobocke i
pravca koji prolazi teziStem osnovice i polovistem nasuprotnog bo¢nog brida.
Poznato je da se duljina stranice osnovice i duljina visine prizme odnose kao

1:\/5.

3. Pravciz+y+4 =01 Tz — y + 4 = 0 su tangente kruznice €ije srediste je
na pravcu 4z + 3y — 2 = 0. Nadite jednadZbu te kruZznice.

4. Neka je z kompleksan broj takav da je |2| = 1. DokaZite da je

2< |z -1+ ]2+ 1] < 2v2.

Kada vrijede znakovi jednakosti?

11
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Rjesenja za cetvrti razred

1. Uvedimo supstituciju z = log, = i primijetimo da je z € (0,1). Sada vrijedi
ap =1, @n =2 0n-1 +-1, n € N.

Indukcijom se pokazuje da je

n
o= LA E+ 2 Fwaib 2™ =Zz’°,
k=0
g - zk—i—l 1
= & jer je z € (0, 1),
an= < jerjeze (01) 1)
1 1 1 1
= = = = 10 2. 2
1—2z 1-logyz logy2—logyzx 1og2% g% (2)
Iz (1) i (2) slijedi an < logg 2. 25 bodova
:r =
9. Uvedimo koordinatni sustav kao na slici.
I
Y
‘T)f //‘
/1/,/ / i‘;.}
. e 7

a

Treba odrediti kut izmedu vektora ¥; = 5

7+ %ﬁ}’+vk’ i

-

Q-
Vy = <1 —

2
Odredimo koliki je cos tog kuta pomocu skalarnog produkta:

& - Uy
g SR Bl 5
6f3+2

a® N 3a? N v?
) . 7 T Ty 12
cos 4(v1,02) = : 4 12 2 RN e
\/a‘ i 3a? g \me . 3a? + v? 13
24 VNV 4T3 4
i ; ; 12 — "
Trazeni kut jednak je arccos A = 29240 25 bodova

12
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3. Neka je srediste kruznice u toki (h, k). Tada je

h+k+4 Th—k+4
L0000 Y | Rk

V2 5v/2

(Ovo su jednadzbe simetrala kuteva izmedu ta dva pravca.)

tj, h—3k—8=01i 3h+k+6=0.

Kako srediste lezi na praveu 4z + 3y —2=0to je4h+ 3k -2 =0.

Iz ove jednadibe i h — 3k — 8 = 0 dobije se h = 2, k = —2. Sada je
2—-2+4
W ok xS 2+/2, i jedna jednadzba kruznice je (z — 2)% + (y + 2V =8

Y

Iz jednadzbi 4h +3k—2=01 3h+k+6 =0dobijese h=—-4,k=6 1
r = 3v/2. Jednadzba ove kruznice je (z + 4)% + (y — 6)* = 18.

ZEy+d=g

Za to¢no odredena srediSta 10 bodova
Za to¢no odredene polumjere 10 bodova
Za jednadzbe 5 bodova

4. Jednadibu |z| = 1 zadovoljavaju sve tocke na jediniénoj kruZnici. Prema
definiciji elipse, jednadzbu |z — 1| + |z + 1| = 24/2 zadovoljavaju sve tocke
elipse sa Zaristima Fj(—1,0) i F3(1,0). Elipsa sijeCe y-os u tockama *as.
Tada se iz |ai — 1| + |ai + 1| = 2v/2 dobiva @ = 1. To znati da jedinitna
kruZnica lezi unutar elipse. Zato je za sve tocke z na jedini¢noj kruZnici

|z — 1| + |z + 1] < 2Vv2. 10 bodova

Jednakost vrijedi za tocke z = i te z = —1, koje leZe na

elipsi. 5 bodova
13
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-2 V2
F,(-1,0) | Fs(1,0)

S druge strane, jednadzbu |lz—=1|+|z+1| =2 zadovoljavaju sve tocke duzine
FLFy, tj. brojeviaza -1 <a < 1. Kako su sve te tocke unutar ili na rubu
jediniéne kruznice to mora biti

|z—1t+1z+1|22. 5 bodova
Jednakost vrijedi za tocke z =11z = -1 koje leze na
elipsi. 5 bodova
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