MINISTARSTVO PROSVJETE I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE
HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

5. drzavno natjecanje ucenika
osnovnih skola Republike Hrvatske
Kraljevica, 16.-19. svibnja 1996. godine

7. razred
1. Jednadzba pravca p je 4z — 3y — 8 = 0, a jednadzba pravca ¢ je y =
—%x + 8. Tocka A je presjek pravca p i z-osi, tocka B presjek pravca g
i z-osi, a totka C presjek pravaca pi q.
Kolika je povrsina trokuta ABC?

2. Postar raznosi postu vozeéi se na biciklu. Od poste do mjesta A ima
48 km, pri éemu je prvih 10 km horizontalni put, zatim 10 km uzbrdo,
pa 6 km opet horizontalni put i ostatak puta je nizbrdica. Na ravnom

--dijelu puta postareva je brzina 8 km na sat, a na uzbrdici 3 km na sat.

Kolikom brzinom postar vozi na nizbrdici, ako mu za povratak iz mjesta
A do poste treba -1-5‘3'- sata viSe nego od poste do mjesta A ?

3. Odredi ¢etveroznamenkasti broj abcd za koji vrijedi

cda—abc=297 i a+b+c=23.

4. Dan je pravokutnik ABCD, pri ¢emu je |AB| = a, |BC| =bia > b.
Na stranici AB odabrana je tocka M, a na stranici CD totka N tako
da je |AM| = -g-ai |CN| = La. Presjek dijagonale AC i duzine M'N je
tocka S.

Koliko posto povrsine pravokutnika ABC D ¢&ini zbroj povrsina trokuta
AMS i trokuta CNS 7

5. U trokutu ABC sredista opisane i upisane kruznice su simetri¢no pri-
druzZene tocke s obzirom na stranicu AB.

Koliki su unutarnji kutovi trokuta ABC ?



RJESENJA ZADATAKA ZA 7. RAZRED

1. Koordinate vrhova su A(2,0), B(10,0), C(5,4). O¢tito je ordinata tocke C duljina
visine iz vrha C na stranicu AB. Uz to je |AB| = 8, pa je P(ABC) = 3'74 = 16. 0 l /2 5 10
2. Neka je z brzina kojom postar vozi na nizbrdici. Put od poSte do mjesta A postar je presao za -lg + 13—0 + g + 5:- sati.
Isti put od mjesta A do poste presao je za %2- + g- + -1;0 + ‘?0 sati. Zato vrijedi jednadzba

22 6 10 10 10 10 6 22 14
sttty =gtz tstz
Rjesenje jednadzbe je £ = 10. Prema tome, brzina postara na nizbrdici je 10 km na sat.

3. Zadanu jednakost cda — abc = 297 moZemo pisati u obliku 100c + 10d + a — 100a — 10b — ¢ = 297 ili nakon sredivanja
99(c — a) + 10(d — b) = 297. Kako su zbroj i jedan pribrojnik djeljivi sa 99, to je nuzno i drugi pribrojnik djeljiv s 99, tj.
d —b je djeljivo sa 99, a to je moguée samo ako je d—b=0. Dakle, b=dic—a=3. Zboga+b+c=23ic=a+3imamo
2a + b = 20. Sada lako ustanovimo da je jedino rjeSenje broj 6898.
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Neka je vy visina trokuta AMS iz vrha S na stranicu AM, vy visina trokuta CNS iz vrha S na stranicu CN. Lako se
pokaze da je AAMS ~ ACNS. Naime, LSAM = LSCN (kutovi uz presjeénicu), LASM = LCSN (vr3ni kutovi). Zato

je vy :vg = -g—u. : -;-a ili v; : vo =4 : 3, a zbog v; + vo = b, lako odredimo da je v; = 4.‘,-17 ivg = %b. . Odredimo sad ‘trazenu
povrsinu.

P(AMS)+P(CNS)=1.24.4b+1.1a.2b = Z4ab =~ 0.2976ab. Prema tome, zbroj povrsina trokuta AMS i CNS &ini
350701330 70=%
29.76% povrsine pravokutnika ABCD.
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Neka je totka O srediSte upisane kruZnice, a tocka S srediSte opisane kruZnice trokuta ABC i neka je LBAC = q,
LABC = i LACB = ~. Oito je pravac OS simetrala duzine AB. Neka je totka D presjek duzina OS i AB. Kako je
sredi3te upisane kruZnice trokuta sjeciste simetrala unutarnjih kutova trokuta slijedi da je LOAB = LOAC = $i1 LOBA= %
Lako se pokaZe da je AADO = ABDO, jer je |AD| = |BD|, OD je zajednicka stranica i LADO = (BDO = 90°, iz tega
slijedi da je § = 5, tj. a = (8, a to znadi da je trokut ABC jednakokracan, pa je LACD = . Pokazimo jo$ da je i
AADO = AADS. Naime, AD je zajednicka stranica, |OD| = |SD| (zbog simetrije) i LADO = LADS = 90°, iz &ega slijedi
da je LOAD = LSAD = §. Kako je |SA| = |SC| (polumjer opisane kruZznice), slijedi da je trokut SAC jednakokragan, a to

znadi da LSAC = LSCAli 8- § = %, tj. 3a =+. Uz to u trokutu ABC vrijedi i 2o + 7y = 180°, pa je 20 + 3 = 180°, tj.
a=[=236°ivy=108°.
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8. razred
1. Koliko ima prirodnih brojeva n za koje vrijedi nejednakost

1995 < /n < 1996 ?

2. Koliko ima troznamenkastih brojeva sa svojstvom da je zbroj tog broja
i broja napisanog istim znamenkama, ali obrnutog redoslijeda, djeljiv

sab?

3. Duljina stranice kvadrata jednaka je 1. Sjecistem dijagonala kvadrata
nacrtan je bilo koji pravac koji ne prolazi ni jednim vrhom kvadrata.

Koliki je zbroj kvadrata udaljenosti sva Cetiri vrha kvadrata od tog

pravca ?

4. Nakon zavrietka Sahovskog turnira ustanovljeno je da je svaki igrac
polovicu svojih bodova dobio u igrama sa zadnja tri igraca u krajnjem

poretku. Koliko je igraéa sudjelovalo na turniru 7

Prema Sahovskim pravilima, pobjeda donosi 1 bod, nerijesen rezultat
ili remi % boda, a poraz 0 bodova, te na turniru svaki igrac igra sa

.svakim igraem jednu partiju.

5. Zadan je konveksni ¢etverokut ABCD. Totka M na stranici AB i
totka N na stranici BC odabrane su tako da i duzina AN i duZina

-CM raspolavljaju povrsinu ¢etverokuta ABCD.
- Dokazi da duzina M N raspolavlja dijagonalu BD.
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1. Kvadriramo li svaki lan nejednakosti dobivamo 19952 < n < 19962. Ukupan broj prirodnih brojeva n za koje je ta
nejednakost toéna jeste 19962 — 19952 — 1 = (1996 — 1995)(1996 + 1995) — 1 = 3990.

2. Neka traZeni troznamenkasti brojevi imaju oblik abc. Tada vrijedi abc + cha = 100a + 10b 4 ¢ + 100c + 106 + o =
101(a + ¢) + 20b. TraZeni zbroj bit ée djeljiv sa 5 samo ako je zbroj a + ¢ djeljiv sa 5, tj. ako jea+c =5, a+c = 10,
a+c=15.

Za a + ¢ = 5 imamo ovih pet moguénosti (a, c) € {(1,4),(2,3), (3,2), (4,1)(5,0)}. Za svaku od tih moguénosti mozemo
sastaviti 10 troznamenkastih brojeva (jer b € {0,1,2,...,9}), pa imamo ukupno 50 brojeva.

Za a+c = 10 imamo ovu situaciju (a,c) € {(1,9), (2,8),(3,7), (4,6), (5,5),(6,4), (7,3), (8,2), (9, 1)}, pa ima ukupno 9-10,
tj. 90 troznamenkastih brojeva.

Za a+ ¢ =15 imamo (a,c) € {(6,9),(7,8),(8,7),(9,6)}, i ima 40 troznamenkastih brojeva s traZenim svojstvom.

Prema tome, ukupno ima 180 troznamenkastih brojeva s traZzenim svojstvom.
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Neka je toéka S sjecite dijagonala kvadrata i neka su togke M, N, P, R redom nozista okomica iz vrhova 4, D, B, C redom
na pravac. Lako se pokaZe da je:

ADNS = ABPS jer je |DS| = |BS|, LDSN = (LBSP (vr3ni kutovi) i LDNS = LBPS = 90°, iz Cega slijedi da je
|IDN|=|BP|=1y;

AAMS = ACRS, jer je |AS| = |CS|, LASM = LCSR (vr3ni kutovi), LAMS = LCRS = 90°, pa je |AM| = |[CR| = z;

AAMS = ABPS, jer je |AS| = |BS|, LAMS = LBPS = 90°, LASM = LSBP ( kutovi s okomitim kracima), iz Zega
slijedi da je |AM| = |SP|==z.

'Neka je |BD| = d. Primjenom Pitagorina poucka na trokut BPS dobivamo |SP|? + |BP|2 |SB|?, odnosno 2 + y?
(2)2, a zbog |AM|? +|CR|? + |DN|? 4+ |BP|? = 222 + 2% i d = /2 imamo 2(z? +y?) = -—, tj. 2(z2 +y%) =1.

4. Neka je n broj igracta na Sahovskom turniru. Zadnja trojica u krajnjem poretku u medusobnim susretima, svaki sa
svakim, osvojili su ukupno 3 boda, iz éega slijedi da su oni 3 boda osvojili i u igrama s preostala n — 3 igraca koji su se
bolje plasirali od njih. 1z uvjeta je jasno da je prvih n — 3 igra€a polovicu bodova osvojilo u igrama sa zadnjom trojicom, a
drugu polovicu u medusobnim igrama. Prvih n — 3 igra¢a su u igrama sa zadnjom trojicom odigrali 3(n-3) igre, a osvojili
3(n —3) — 3, tj. 3(n — 4) boda, jer 3 boda pripadaju zadnjoj trojici. U medusobnim susretima n — 3 igraca odigrali su
(n=3)(n=4) jgre i osvojili isto toliko bodova. Zato vrijedi jednadzba 3(n — 4) = £=3=8) jli 6(n — 4) = (n — 3)(n — 4). Kad
bi n bio 4 tada bi slijedilo da je pobjednik izgubio sve igre, §to je nemoguce, pa zato zadnju jednadzbu moZemo poduelltl s
n —4, irjeSenje je n = 9. Ukupan broj igraca je 9.
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Neka je totka S presjek duzina AN i CM. Kako je P(ABN) = P(BCM) slijedi da je P(ABN) — P(BNSM) =
P(BCM)~P(BNSM), tj. P(AMS) = P(NCS). Dalje vrijedi, P(AMS)+ P(ASC) = P(NCS)+P(ASC), tj. P(AMC) =
P(ANC), a zbog zajednicke stranice AC slijedi da trokuti AMC'i ANC imaju jednaku visinu, pa je MN || AC.

Neka je tocka O presjek duzina MN i BD i neka je totka P presjek duzina AO i CM. Cetverokut AMOC je oéito trapez
pa je P(AMP) = P(CPO), a zbog P(AMCD) = P(ABCD) slijedi da je P(AOCD) = 3P(ABCD).

Neka je v; visina iz vrha A na dijagonalu ﬁi vy visina iz vrha C na dijagonalu BD. Tada vrijedi P(AOD) = 12811
i P(ABD) = BBl iz tega slijedi da je 420} = |3p} Slitno vrijedi P(DOC) = 12512, P(DBC) = 125l 4.
P(DOC) __ |OD]|
P(DBT) — ’

Kako je P(AOCD) = P(AOD) + P(DOC) = }P(ABCD), to zamjenom dobivenih vrijednosti dobivamo, redom,
1P(ABCD) = |33} P(ABD)+{3p}-P(DBC), § P(ABCD) = {35} (P(ABD)+P(DBC)),  P(ABCD) = |35t P(ABCD)
ili §= I—g—g—{», tj. |BD| = 2|0D)|, iz Eega slijedi da je totka O poloviste dijagonale BD.



