MINISTARSTVO PROSVJETE 1 SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO -

MATEMATIKA

Zadaci za DrZzavno natjecanje ucenika
srednjih skola Republike Hrvatske

Kraljevica, 16. — 19. svibnja 1996. godine

I. razred

1. Dokazite da je izraz
a* —10a* +9

djeljiv s 1920 za svaki prosti broj a > 5.

2. Brojevi a, b, ¢, d zadovoljavaju relaciju a + b+ ¢+ d = 0. Neka je S} = ab+bc+ cd
1 S; = ac+ ad + bd. Pokazite da je

551 +85, <0 1 85 +55:L0.

3. Zadan je konveksan peterokut ABCDE. Neka su M, N, P, @ redom polovista
stranica AB, BC, CD, DE te neka su R i S polovista duzina MP i QN. Pokazite
da je .

ISR| = %]AEL

4. Cetiri kruznice polumjera a sa sredistima u vrhovima kvadrata stranice duljine
a, dijele taj kvadrat na devet podru¢ja. Odredite povrsinu svakog od pojedinih
podruéja ako je dana povrsina @) kvadrata, povrsina K kruga polumjera a i povrsina
T jednakostrani¢nog trokuta duljine stranice a.



RjeSenja za ‘prvi razred
Svaki zadatak nosi po 25 bodova.

1. Dahi izraz se faktorizira u oblik

a*—10a’+9=(a’-1,a*-9)=(a-3)(a—1)(a+1)(a+3) i

1920=5-3-27.

U gornjem produktu> su Cetiri uzastopna parna broja od kojih su dva djeljiva sa 4 i
jedan sa 8. Zato je njihov produkt djeljiv sa 27 = 128.

Od cetiri uzastopna parna broja barem jedan je-djeljiv s 3. .

Kako a nije djeljiv s 5, onda je totno jedan od brojeva a —3, a—1, a+1, a-+ 3 djeljiv
s d.

Zato broj 1920 dijeli dani izraz.

2.

5S5) + 85, = 8(S) + S2) — 35, = 8(ab + bc + cd + ac + ad 4+ bd) — 35S,

(a—i—b—+—c-}-d)2—a.z—bbg—CQ—d2
2

=8- — 35, = —4(a? + b + c* + d*%) — 35;.
Na isti nacin je

8S; + 55, = —4(a® + 0% + ¢* + d*) — 35,.
Zato je

551485, <0 <= 4(a’+b+c+d*)+35 >0

3 5
= :2-[(a+b)2+(b+c)2+(c+d)2] +§(a2+d2)+b2+02 > 0.
Na isti nacin se dobiva

851 + 55, < 0.

A M B
Neka je T poloviste duzine AD. Cetverokut M N PT je paralelogram, jer su mu stranice
srednjice odgovarajuéih trokuta. Stoga je totka R je sjeciSte i poloviste dijagonala PM i

2



TN. Duzina SR je srednjica trokuta QT N. Zato je |SR| = 1|QTY. Isto tako iz AAED je
|QT| = L|EA|. DakKle, |SR| = }|AE. -

4.

Treba odrediti povriine z, y, 2. Imamo ove jednadZbe:
z+4y+4z=Q,

:c+3y+22:%,

T+2y+2z= —’3(— =T,
od kojih su prve dvije otigledne, a u treéoj je desna strana dobivena kao zbroj T+2( -T)
povriina pravilnog trokuta i kruznih odsjecaka uz njegove dvije stranice. Pomnozxmo li
jednadzbe redom s 1, —4, 4, zatim s —1, 3, —2 i napokon s 1, —2, 1, te ih zbrojimo,
dobivamo

z=Q-4T+ £,
y=2T—Q+I}%)
z=Q—T-——}G§.
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II. razred

1. Ako funkcija f zadovoljava uvjete

(a) f(1) =1,
(b) fz+y) = f(z)+ fly), Vz,y€R,
(c) FH =48 vzeR, z#0,

2

koliko je f(1/1996)?

2. Za koje realne brojeve «, b su moduli svih korijena jednadzbe 23 + a22 4+ bz—1=0
jednaki 1?7

3. Neka je A;A,A3A, konveksan Cetverokut, S sjeciste njegovih dijagonala. Oznaéimo
sa s povrSinu trokuta ApSAiq, (As = Ar), k =1,2,3,4. Dokazite da je

33 = 5183 1 254 =38; + 83
ako i samo ako je A;A;A3A4 paralelogram.
4. Neka je OA polumjer i OB tetiva kruznice k polumjera R, C sjeciste pravca OB

i tangente na k u tocki A, T tocka na duzini OB takva da je |OT| = |BC| i T"
projekcija od T na OA. lzrazite y = |T'T'| kao funkciju od z = [OT"|.



Rjesenja za drugi razred
Svaki zadatak nosi po 25 bodova.

1. Prema uvjetu (c) je

= f(zt) = f(E), T#-1,T#0,
(=21 + 1) = f(1—zL5),  paje zbog (b),
(EZFQ) + @)= fQ) + f(=z7)-

Vrijedi f(z +0) = f(z) + f(0), tj. f(0)=0.
Nadalje, 0 = f(z — z) = f(z) + f(=2) tj. f(~z) = —f(2).
Dakle,

(ZD)+ O] =1~ f(sh)
() + ) =1- £ /@1y

22+ f(z)=(z+1)?* - f(z) -1 = f(z)=2, VzeR.
Zaista, ta funkcija zadovoljava sve uvjete. Zato je f(v/1996) = v/1996.

2. Koe -ﬁ'cfjcmh' Po(fvnomq Su reghi. FPolinom je P}'Vpc'pﬁ g»fu’)vy'q
pa je J’edvm V\J'QQO\/Q nul—v’vd(a, vealwa o druge dw;,'e
su oPc'floth l(owp/ekSwo-kowj'u@iwaw' bofei. SHavimo Z,=24

2, = AHip Y ‘:o<—f‘/%, gaye su o('lo,,/« e R @ vrijedi

dq*-{-/sl: [21,2’:/], '}(jak%w"?ct‘().q PO'WIOMG 9143"
22raztibe-1= (2 —))k) (2-04-;“3)(2--01_”‘(/3)
= (2-p) (25~ 242 ﬂ%/g"): (g—ﬁ(f-zaeﬂ)

Vidimo dqje J):A 5
) - 23_. (Z°(+4)2-.+(2J+4) 2 -1

4‘.

= (2} (=242 H4
odavde %kb'qil—(}'eu«o ola mova bi

Q- - (24+1) , b= Zolt4 =~

ed e ~344a¢<A.
Kalo 4e ulz+/52=4 qa « wn'Jeol« —{ &LL< pag© 3
{ { |
. OLra'/'no( 2a wakt ovakav a , b=-2 sdarimo
k- =22, = ga—dx Ovi )>f0J'ew' reglnc,
- - tocke

. -] -1 3 Su quf
AHp= A4 a ‘Z,T/f) e+, %3 =el =1,

Po)(’u«owq wmodule 4.



3. Pretpostavimo da vrijede dane jednakosti. Tada iz s2 = s;5; slijedi 2 = 22 tj.
2 52 390 Y

T1Tysina Zoz3sinf T X L.
- = - = — ===, (jer je a+ [ =180°).
Tozzsinf  z3r4sina T3 T4

v A, A,

Kako trokuti A;SA, i A3SA4 imaju jednaki kut uz vrh S i jednaki omjer duljina
stranica, oni su sliéni. Zato im se podudaraju i preostali kutovi. Posebno iz

[AgAlAg = [A1A3A4 = A1A2 ” A3A4.

Sada je s, = s4 pa mora biti s; = s3, radi jednakosti geometrijske i aritmeticke sredine.
Trokuti SA; A, i SA3A, su sliéni, pa ako su im povriine jednake, .oni su sukladni. No, to
je moguée samo ako je |A; S| = |A3S| i |42S| = |A4S|. Zato je Cetverokut paralelogram.

Obrat je jasan.

4.

Uz oznake kao na slici je z = |[OT|cosyp, y = |OT|sin¢p. (Mozemo pretpostaviti da je

y>0.)
Nadalje, .
|0T| = |0C| - |0B| = 2& — 2Rcos p = 2R¥%2

cosep *

Sada je z = 2Rsin?p, odakle se dobiva

- —:1: Sing sin = z cos =4/1 z
(Y= cos ¢’ Y=YVar =Yy 2R’
y= 2R—=z’

i napokon
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III. razred

1. Dokazite da za svaki z € R vrijedi nejednakost

sin® z + cos® z +sin*z < 2.
Kada vrijedi jednakost?

2. Neka su hq, hy, hy duljine visina trokuta ABC na stranice BC, CA, AB, redom,
a u, v, w udaljenosti tocke M iz unutradnjosti trokuta od stranica BC, CA, AB.
Dokazite:

hi  ha  h
by he By g
U v w

h1h2h3 _>_ 27’ZLU1U,

(h1 — u)(hy — v)(h3 — w) > Buvw.

3. Pravilna ¢etverostrana piramida presjecena je ravninom koja prolazi jednim vrhom
baze i okomita je na nasuprotni poboCni brid. Povrsina presjeka dvaput je manja
od povrsine baze. Odredite prikloni kut poboénog brida i baze.

4. Neka su a i B pozitivni iracionalni brojevi takvi da je ;44 = 1, te A = {[na]|n € N}
i B = {[nf]|n € N}. Dokazite da je tadla AUB=NiANB=0.

Naputak: Mozete dokazati ekvivalentnu tvrdnju: Za funkciju 7 : N — N defini-
ranu sa

7(m) = Card{k|k € N,k < m,k € A} + Card{k|k € N,k < m,k € B}
vrijedi 7(m) =m, VmeN.

([z] je oznaka za najvedi cijeli broj koji nije veéi od z.)



RjeSenja zadataka za treéi razred
Svaki zadatak nosi po 25 bodova.

1. sin®z + cos® z + sin*z < sin*z + cos* z + sint z = 2sin z + (1 — sin? )2

= 3sin*z — 2sin’z +1=3(sin’z - )2 +2<3.-(1-1)?+2=2
Da bi vrijedila jednakost moraju svugdje biti jednakosti, tj.

sinz =sin*z, cos’z =costz, sin’z=1.,
Iz sin* z(sinz — 1) = 0 i sin’z = 1 slijedi sinz = 1.
Dakle, jednakost vrijedi ako i samo ako je z = § + 2kw, k€ Z.

2. (a) U nejednakost (z +y +2)(; + 3y + ;) 2 9, koja vrijedi zbog

(Z+y+2) G+ +3) =3+ 2+ 4+ ¥4+ 24242>34924242=09,
uvrsti se z = P(ABCM) =P, y= P(ACAM) = P,, z = P(AABM) i dobije
}{%+?%+PL; >9 gdjeje P = P(AABC)= P+ P,+ P, odakle je ’%}+

h h
bih>o,

b) Uvrstivsi hy = ¥ h, =22 py = wP nejednakost postaje P® > 27P, P, P; koja je
Py P, P3

zadovoljena zbog Ht2ths > ¥/P P, P,
(c) Kao pod (b) uvritavajuéi za hy, hy, hs imamo
(';,’; u)(%—-v) ";,—P—-w) > 8uvw,

odnosno (— - 1)(— - 1)(—- -1)>8,

§to se svodi na &gPa CBiB L PR 5 g

P P
1konacno—L+—2+—1+—1+—L+—*‘-+2>2+2+2+2-—8

3.

J: Py R . . —»A

c D

Neka je presjek ravnine kroz D okomite na BE s piramidom, ¢etverokut DHFG. Trazi
se kut « = ZEBD. Oznatimo s a duljinu brida osnovice, a S je njezino srediSte. Sada

vrijedi:
. BE 1 FG, BEL1LFH, i BEL1FD ,paje
|FD| = |BD|sina = ay2sina
|BF| = |BD|cosa = ay2cos
ICElleElleSl:%‘IBDlz a

cos o cos a V2 cos a.

Oznacimo kut ZCEB pobocke pri vthu s 8. Iz ABCEFE je
|BC|* = |BE|? + |CE* — 2|BE| - |CE]| - cos § pa je zbog (3) i |BC| = a
cos B = sin? a.

(1)
(2)
(3)



\Ia.dalje je |EF| = |BE! IBF' = {ZbO (2) (3)} P acos?a

V2cosa’®

Iz pravokutnog trokuta EFG je |EG| = = —goecesla (4)

cosﬁ Vv2sin? acos

Trokuti EFG i EFH su pravokutni, imaju zajedni¢ku katetu F'E i jednake kutove 8 =
(FEG = (FEH. Slijedi, |EG| = |EH|, a kako je trokut AEC jednakokracan, GH || AC.
Nadalje, ES L AC, paje ES L GH. Pravci ES i FD leze u ravnini EBD i sijeku se.
Ortogonalna projekcija vrha E na ravninu FGDH je F, pa i projekcija pravca ES na tu
ravninu podudara se s pravcem FD.

Stoga je FD L GH, pa u deltoidu FGDH duljina dijagonale FD je dana u (1), a |GH]|
se odreduje iz sli¢nosti trokuta EGH i ECA:

GH| _ Il |GH| = ICELACl = (7h0g (4) i (3)} = —a¥legsle,

|AC| — |CE| |CE| sin‘ a
Dakle PFGDH = 2[FD] lGHl . c;i‘?:.
Prema uvjetima zadatka je PFGDH = —PABCD = la pa mora biti
2, ,cos2a 1.2

—at -t =50t = 4sin? a——sma—2-—0
Zbog sin a > 0 rjedenje je sina = 1—‘*%—3_3, a = 57°28'.
4. Prebrojimo za koliko brojeva n vrijedi [na] < m za dani m € N:
Kako je na <m +1, to jen < 2t pa je n < [BH],
Isto tako, ako je [nf] < m, onda je n < [-’%l]
Zato je m(m) = (=] + [2H] = [2H] + [(m +1)(1 - )].
Nekaje Ztl =47, [€Zi0<r<l.
Pri tome je 7 # 0 jer je « € R\Q.
Slijedi, #(m) = [2H ]+ [m+1 -] = l+7]+[m+1-l—7] = [+ [r]+m~I+[1-7] =
jerjefr]=0i[l-r]=0.




MINISTARSTVO PROSVJETE I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE
HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO |

MATEMATIKA

Zadaci za Drzavno natjecanje ucenika
srednjih Skola Republike Hrvatske

16. — 19. svibnja 1996. godine

IV. razred

1. Postoji li rjeSenje jednadzbe

[z] + [2z] + [4z] + [8z] + [16x] + [32z] = 123457

([z] je oznaka za najvedi cijeli broj koji nije veéi od z.)

2. Za koje vrijednosti A;, A2 € R su sva rjeSenja jednadzbe

(z+iA) "+ (z+iA)" =0

realna? Odredite ta rjeSenja.

3. Odredite funkcije f : R — R, neprekidne u nuli, koje zadovoljavaju ovu relaciju

f(z) = 2f(tx) + f(t’z) = 2%, zasvakoT €R,

gdje je t € (0, 1) dani fiksan broj.

4. Neka su a i § pozitivni ‘iracio_nralni brojevi i L + % =1, te A = {[no]ln € N} i
B = {[ng]|n € N}. Dokazite da je tada AUB=Ni1ANB=0.

Naputak: MoZete dokazati ekvivalentnu tvrdnju: Za funkciju # : N — N defini-
ranu sa

n(m) = Card{k|k € N,k < m,k € A} + Card{k|k € N,k < m,k € B}
vrijedi m(m) =m, Vm e N.



RjeSenja zadataka za 4. razred:
Svaki zadatak nosi po 25 bodova.

1. Nekajex =z0+71, 0 € Z, 0<r <1 Tadajelijeva strana jednadzbe jednaka

S = 63zq + [27] + [4r] + [87] + [167] + [327] = 6310 + S
Kako je S; > 0 mora biti S; = 12345 — 63z > 0, odakle je zo < 195 (jer je zo € Z).

S druge strane je
Sy = [2r] + [4r] + [87] +[167] + [327] < (2—-1)+(4—1) + (8- 1)+ (16— 1) +(32—1) = 57.

Iz S) = 12345 — 6327 < 57 slijedi g > 195 (zo € Z).
Dakle, zg = 195, a onda je S; = 12345 — 63 - 195 = 60, 5to je u suprotnosti s S; < 57.
Zato ova jednadzba nema rjeSenja.

2. Iz |(z +iA)"| = |[(z +1iA2)"| za realne x mora biti [z + 11| = [z +idof, t]. A = A2

Ako je A; = Ag, rjeSenja nisu sva realna. Ako je Ay = — Ay (= A), onda je
x +1A
Py - tAN"=0 = "=-1
(2 + 0" + (= i) 22

odnosno

A 2k + 1)7 2k +1 ..
e ——cos(——{:—)—’r-i-isinu=cosak+zs1nak, k=0,1,...,n— 1.

T —1i\ n n
Odavde je
L, = Asina —id—iAcosa ponee g . R
* 1 — cos oy — 1sin o 1—d- 2k
ctg 2k (1 —ictg Sk o 2k +1)m
=\ g2(' ag2):>\ctg—k=,\ctg£———)—, k=0,1,..,n—1.
1—ctg=f 2 2n

3. Po pretpostavci je

f(z) — 2f(tz) + f(t?z) = z?, paslicno jei

f(tz) — 2f(t%z) + f(t3z) = 2«2

f(t?z) — 2f(£32) + f(t*z) = t'z?

f(trz) — 2f(t"Hz) + f(t"H2x) = Pt
Zbrajanjem svih n jednakosti dobije se

£0) - J(t2) — F¥12) 4 f(¥0) =t L

Prelaskom na limes kada n — oo ove jednakosti, zbog neprekidnosti od f u 0, dobije
se



I2

flz) - flt) = ——-

1—1¢2

Ponavljajuéi postupak, zbog neprekidnosti funkcije f u 0 (tj. lim._ f(t"z) = f(0)),
dobivamo ' '

1’2

f@) = gy +O)

Svaka funkcija oblika f(z) = (—1-—_%2—,-)5 +a, a € R zadovoljava uvjete.

4. Prebrojimo za koliko brojeva n vrijedi [na] < m za dani m € N:
Kako je na <m+1, to jen < ™ paje n < [BH],
Isto tako, ako je [nB] < m, onda je n < ["‘—;l]
Zato je m(m) = [=E] + (7] = [2E] + [(m + 1)1 - 2]
Nekaje 2H =/4+7 1€Zi0<r<1
Pri tome je r # 0 jer je & € R\Q.
Slijedi, m(m) = [ZH |+ [m+1- 28] = [I4+7]+[m+1-l—1] = I+ [r]+m~I+[1-7] = m,
jerje[r]=0i[1—7]=0.





