MINISTARSTVO PROSVJETE I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za Zupanijsko natjecanje u€enika
srednjih Skola Republike Hrvatske

16. travnja 1999.

I. razred

1. Dijagonale tetivnog Getverokuta su medusobno okomite i dijele ga na Cetiri
trokuta. DokaZite da visina svakog od tih trokuta i teZiSnica njemu na-
suprotnog trokuta, povucene iz sjecidta dijagonala, leZe na istom pravcu.

2. Dokazite da je svaki broj oblika m* + 4k* sloZen, ako su m i k pozitivni cijeli
brojevii k> 2.

3. Nekasua, b, ¢, d, e i f medusobno razli¢iti cijeli brojevi. DokaZite da je

(a=b)2+B—-cl+(c—d)?+(d-e)?+(e—f)+(f—a) >18.

4. Kolika je povrsina skupa totaka ¢ije koordinate u Kartezijevom koordinatnom
sustavu zadovoljavaju nejednakost

lz| + |y| + |z +y] <27



RjeSenja zadataka za I. razred.
Svaki totno rijesen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Sjeciste medusobno okomitih dijagonala AC i BD &etverokuta ABCD oznaéimo
s O. Promatrajmo dva nasuprotna trokuta OAB i OCD. Neka je OF visina prvog
od njih, pri emu pravac OF sijee stranicu CD u totki F. Dovoljno je pokazati da
je F poloviste stranice CD. 5 bodova
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Oznatimo li « =4 FOA i § =4 BOE, tada je a+ 8 = 90° i 4 OAB = .
Nadalje, CDB =4 CAB = f3, pa je 4 OCD = a. 10 bodova
Kako je  FOC =4 FOA=ai 4 DOF =4 BOE = 3, trokuti FOC i FOD su
jednakokraéni. Zato je |[FC| = |FO| i |FO| = |FD|, a odavde |FC| = |FD|. Time
je tvrdnja zadatka dokazana. 10 bodova
2.

mt+4k? = m*+4m?k? + 4k* — 4m2k?
= (m?+2k%)? — (2mk)?
= (m?+ 2k? — 2mk)(m? + 2k? + 2mk)
= [(m—k)?+ k%) [(m + k) + K?].

Buduéi da je svaki od ova dva faktora (zbog k > 2) veéi od 1, broj m* + 4k* je
sloZen.

25 bodova

3. Ako je jedna od razlika veéa ili jednaka 4, onda je izraz na lijevo) strani

sigurno vedi ili jednak 16 +1+1+1+1+1 = 21. 5 bodova

Ako nema razlika veéih ili jednakih 4, a dvije razlike su jednake 3, onda je izraz

na lijevoj strani, takoder veéi od 18. 5 bodova

Ako je najvela razlika jednaka 3 i to¢no je jedna takva, onda se vidi da barem

dvije razlike moraju biti jednake 2 (dokaz kontradikcijom). No, tada je izraz na
lijevoj strani sigurno vedi ili jednak 9+4-+4+1+1+1, 5to je vele od 18.

5 bodova



Ako su sve razlike manje od 3, brojevi mogu biti (bez smanjenja opéenitosti
moZemo uzeti da je a najmanji broj):

a=z, b=z4+1, c=z+3, d=z+5 e=z+4, f=z+2 il
a=z, b=z+2, c=z+4, d=z+5 e=zx+3, [f=z+1

U oba sludaja izraz na lijevoj strani je jednak 18. 10 bodova

Napomena 1. Sludaj kada je to€no jedna najveca razlika jednaka 3 mozZe se rijesiti
i navodenjem svih slu¢ajeva (ima ih 10). U prvih pet razlike su 3,2,~1,~-2,-1,-1;
2,3,-1,-1,-2,-1; 1,3,1,-2,~1,-2; 3,2,1,-2,-2,-2; 1,2,3,~-2,-2,—-2, a raz-
like drugih pet sluéajeva dobivaju se promjenom predznaka.

Napomena 2. Dati 10 bodova ako uéenik na bilo koji drugi naéin dode do za-
kljucka da brojevi moraju biti iz skupa {z,z +1, ..., + 6} za neki cijeli broj = (cak
i ako nedostaje konaéni zakljucak).

4. Zau >0 je |u| = u, a za u < 0 je |u| = —wu, tj. |u| =| —u|. Zato je podrucje
P odredeno sa |z| + |y| + |z + y| < 2 centralno simetri¢no u odnosno na ishodiste, tj.
ako je (z,y) € P, onda je (—z,—y) € P. Zato je dovoljno ispitati slu¢ajeve u prvom

i drugom kvadrantu, tj. za y > 0. 5 bodova
U prvom kvadrantu je z > 01y > 0istoga je x+y > 0, pa nejednadzba poprima
oblik = + y < 1. Zadovoljavaju sve tocke trokuta OAB (vidi sliku). 5 bodova
y
C B
A
D 0 1 X

U drugom kvadrantu je z < 0 i y > 0. Moramo promatrati dva slucaja:

(i) ¢ +y > 0, (podrugje iznad pravca OC),

(ii) z +y < 0, (podru&je ispod pravca OC).

U prvom sluéaju je —z+v+z+y < 2, tj. y <1. Dakle, mora biti -1 <z <0,
0<y<1liz+y>0. Zadovoljavaju sve tocke trokuta BOC.

U drugom sluGajuje — v +y -2 -y <2tj. -1<xr<0,0<y<liz+y<0.
Zadovoljavaju sve tocke trokuta DOC. Dakle, za x < 0, y > 0 zadovoljavaju tocke
kvadrata OBCD.

10 bodova

Za y < 0 dobije se centralnom simetrijom dobivenog lika za y > 0 u odnosu na
ishodiste, kako je prikazano na slici. Povr§ina dobivenog lika je 3. 5 bodova
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II. razred

1. U ravnini su dane tri medusobno razli¢ite nekolinearne totke A, M i N. Kon-
struirajte kvadrat tako da mu je jedan vrh u to€ki A, a dvije stranice koje ga
ne sadrZe, leZe na pravcima koji prolaze totkama M, odnosno N.

2. Nadite skup kompleksnih brojeva z za koje je

2

Im () = (Re (%))
i skicirajte ga u kompleksnoj ravnini.
3. Nadite sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe

1023 + 2093 + 8zyz = 199923

4. (a) Odredite sve ¢etveroznamenkaste brojeve koji su jednaki Eetvrtoj poten-
ciji sume svojih znamenaka.
(b) Dokazite da ne postoji peteroznamenkasti broj koji je jednak petoj po-
tenciji sume svojih znamenaka.



Rjesenja zadataka za II. razred.
Svaki to€no rijeSen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Neka je S poloviste duZine M N i k(S,r) kruznica nad promjerom A{N. Vrh

C lezi na toj kruznici i pritom je  ACM =<4 ACN = 45°, pa je sjeciSte dijagonale
AC i kruznice (razli¢it od tocke C) tocka koja raspolavlja luk MN. 10 bodova
A

Najprije odredimo totke E; i Ep koje raspolavljaju luk MN (to su totke na
presjeku kruznice i okomice na M N kroz S). Totke C; i Cy dobijemo kao presjek
kruznice i pravaca AE; i AE, (razlicit od E;). Sada je lako dovrsiti konstrukeiju.
Dobijamo dva rjeSenja. 10 bodova

Ova konstrukcija je moguca za A ¢ k i ako AE; (i = 1,2) nije tangenta.

Ako je AE; tangenta, onda je C; = E; i dalje se lako konstruira kvadrat.

Ako je A € k, zadatak nema rjeSenja osim ako je AAMN jednakokralan pra-
vokutni s vchom pravog kuta u A. U tom je slu¢aju kvadrat upisan u tu kruZznicu.

5 bodova

2. Neka je z = z + iy. Tada je 2% = 22 — y? +i - 22y,
24t =zt — 622y + vt + i - (4r%y — dayd). 5 bodova
Tada iz uvjeta Im (2%) = (Re (z2))? slijedi

458y — dzy® = (2? - y?)?,
dzy(a? — y?) — (z? —y?)? =0,

(2? — y?)(4zy — z? +y2) = 0.

5 bodova

, 1020 y?4dzy—z2%=0.
2 boda
U prvom slucaju je y = *a, i zadovoljavaju sve tocke pravaca y = £z. 3 boda
U drugom slucaju, podijelivii jednadzbu sa z2, dobivamo kvadratnu jednadzbu

Y
o —,
P xr

Sada moramo promatrati dva slucaja: 1° y? = z?



&ija rjeSenja su

Y~ 216
x

Time smo dobili jo§ dva pravca y = (=2 + v/5)z. 8 bodova
y

TraZeni skup tocaka su Eetiri pravca skicirana na slici. 2 boda

3. Jedno odito rjeSenje je = y = 2z = 0. Pokazat ¢emo da je to i jedino rjeSenje.

2 boda

Ako postoji rjesenje x, y, z pri ¢emu nisu sva tri jednaka 0, takvo da je njihova

najveéa zajednitka mjera k > 1, tada je zbog homogenosti jednadzbe takoder i,

z1 = %, 31 = £ iz = § cjelobrojno rjeSenje i najvea zajednitka mjera od zi,

y1 i 21 jednaka je 1. Stoga moZemo pretpostaviti da su z, y i z relativno prosti.

(Dovoljno je nadi takva rjesenja.) 5 bodova

Kako su na lijevoj strani jednadZzbe parni brojevi, a na desnoj je 1999 neparan

broj, mora z biti paran, tj. z = 22;. UvrStavanjem u jednadzbu i dijeljenjem obiju
strana s 2 dobivamo

52° + 10y° + 8zyz; = 799623 ;
1

Odavde slijedi da je z paran broj, tj. £ = 2z;. Ponovnim uvritavanjem u jednadzbu
i dijeljenjem s 2 dobivamo

2023 + 5y° + 81921 = 399823.

Odavde vidimo da y mora biti paran broj, tj. y = 2y;. 8 bodova
No to znaé&i da su sve tri nepoznanice djeljive s 2, pa je njihova najveca zajednicka
mjera barem 2, §to je u suprotnosti s pretpostavkom. 10 bodova



4. (a) Neka je abed Cetveroznamenkasti broj takav da je

abcd = (a + b+ c+ d)*. 5 bodova

Odavde slijedidajea+b+c+d € {6,7,8,9}. 5 bodova
Dovoljno je provjeriti svaku od ove &etiri moguénosti:

64 = 1206, 7% =2401, 8*=4096, 9* = 6561.

Vidimo da je jedino rjeSenje broj 2401 = (2 + 4+ 0+ 1)%. 5 bodova
Napomena. Samo rjeSenje 2401 = 74, bez obrazloZenja da drugih rjeenja nema
vrijedi 5 bodova.
(b) Neka je sada abcde peteroznamenkasti broj takav da je

abcde = (a+ b+ c+d+e).

Odavde je a +b+c+d+ e € {7,8,9}. Brojevi 7°, 8° i 9° zavriavaju znamenkama
7,819, tim redom. Tada bi moralo biti a + b+ ¢ + d = 0, Sto nije mogule. Zato u
ovom sluéaju ne postoji trazeni broj. 10 bodova
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III. razred
1. Rijesite nejednadzbu

logs(z? — 4z — 11)? — logy; (2® — 42 — 11)3
2 — 5z — 3x?

> 0.
2. Oko danog pravokutnika, stranica duljina a i b, Zelimo opisati pravokutnik

povriine m?. Za koje vrijednosti m zadatak ima rjeSenje?

3. Baza piramide je konveksni mnogokut, a povrSine svih boénih strana su jed-
nake. DokaZite da je suma udaljenosti bilo koje totke baze, od ravnina bo¢nih
strana piramide konstantna, tj. ne ovisi o izboru te tocke.

4. Rijesite jednadzbu

1
gx + 6ctgr ”cosQ:r V3



RjeSenja zadataka za III. razred.
Svaki toéno rijeSen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Prije svega, mora biti z2—42-11 >0 i —322 5242 # 0, 5to je ekvivalentno

saz € (—00,-2)U(-2,2 — /15) U (2 + /15, +00). 5 bodova
Za sve dozvoljene vrijednosti od x polazna nejednadzba je ekvivalentna sa
3 logs (22 — 4z — 11)
2 -~ >0. 5 bod
( logs 11) 2-5x—3z2 ~ odova

Buduéi da je 2 — .2y < 0 (zbog 117 < 5%), dobivamo

logg (22 — 4z — 11)
>
3r2+5x-2 T

0.
Sada imamo

{x2—4x—1121 o {05x2—4x—1131

322 +52-2>0 3224+52-2<0
5 bodova
RjesSenje prvog sustava je z € (=00, —2) U [6,+00), a drugog = € (-2, 3).
5 bodova
Usporedimo li ovo s poéetnim uvjetima, dobivamo
T € (—00,-2)U(-2,2 — V15) U [6,+00). 5 bodova

2. Oznacimo li duljine stranica opisanog pravokutnika sa z i y, tada uz ostale
oznake kao na slici, imamo p = acosp, ¢ = bsing, x =p+¢q =acosp+bsiny. Isto

tako se dobije y = asing + bcos . 5 bodova
P
¢ y
q -1 a 9
b b
¢
oy a 4




Za povrsinu opisanog pravokutnika vrijedi:

m? = zy = (acosy + bsinp)(asinp + bcosyp)

= a2cosysinp + abcos? ¢ + absin? p + b2 sinp cos ¢

= (a2 + b?)sin ¢ cos ¢ + ab(sin? ¢ + cos? )

= %(a2 + b?) sin 2y + ab.

RjeSenje postoji za 0 < ¢ < §, odnosno za 0 <sin2¢p < 1.
Zato je
L o 2 2.1, 9 0
5(0, +0°)-0+ab<m Sg(a +b°)-1+ab
tj.
b2
ab<m25(a——;)—.

Odavde slijedi da rjeSenje postoji ako i samo ako je

+b
\/ab<m<a .
T V2

Napomena. Za ¢ = 0 dobije se polazni pravokutnik, i m? = ab.

5 bodova
5 bodova

5 bodova

5 bodova

3. Neka je Py povriina baze piramide, duljina njezine visine h, povrSine bo¢nih
strana P (sve su jednake), a udaljenosti promatrane totke S baze od ravnina u
kojima leZe te strane, h;, i = 1,2,..,n, redom. Tada volumen piramide, zbog

konveksnosti njezine baze, mozemo izraziti na dva nalina:

1

vV = <P
1 1 1

V = iPhi+ iPhy+..+<Ph
gt gyttt g i

15 bodova



Slijedi
hi+he+ .. +hy= _P?O)_’E,
§to ne ovisi o izboru totke S. 10 bodova
4. Primijetimo najprije da je a}g; -1= -z;—’;;—z = tg’z.
Dana jednadzba je ekvivalentna sa
tgz + 6 ctgz = |tgz| — 4V/3. 5 bodova

Ako je tgz > 0, tada je ctgz = —243/—5 < 0, pa je i tgz <0, §to je kontradikcija.

5 bodova
Dakle mora biti tgz < 0, odakle je 2tgz + 6ctgz + 4v/3 = 0. MnoZenjem s tgz/2,
dobivamo

tg2r +2v3tgz +3 =0 (tgz +V3)’ =0 <= tgz = -3. 10 bodova

RjeSenje je x = 2= + km, k € Z ili z = 120° + k- 180°, k € Z. 5 bodova
3
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IV. razred

1. Neka su A i B totke na paraboli s tjemenom u togki O takve da su tetive OA
i OB okomite, a ¢ kut izmedu tetive OA i osi parabole. Dokazite da je

2. Dokazite da za svaki pozitivan cijeli broj n vrijedi jednakost
1
3a; + 5a3 + 7az + ... + (2n + 1)a, = (n +1)%a, — En(n +1),

. 1 1 . . .
ako je ar = 1+ = + ... + —, za svaki prirodni broj k.

2 k

3. Sest ¢etvrtih razreda, IVa, IVb, IV, IVd, IVeilV f trebaju i¢i na maturalno
putovanje, a moguca odredista su Kopagki rit, Plitvicka jezera, Trako3¢an i
Kornati. Na koliko nacina oni to mogu ufiniti, ako svaki razred moze otiéi na
samo jedno od tih mjesta, a svako od njih mora posjetiti barem jedan razred?

4. Neka su ay, aq, ..., a, ¢lanovi aritmetickog i b1, bs, ..., b, Clanovi geometrijski
niza s pozitivnim €lanovima. Ako je a) = b; i an, = b,, dokazite da je suma
¢lanova aritmetickog niza veéa ili jednaka od sume ¢lanova geometrijskog niza.



Rjesenja zadataka za IV. razred.
Svaki to¢no rijeSen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Prvo rjesenje. Za parabolu y?> = 2pz njezina os se podudara s osi apscisa.
Oznaéimo li k£ = tgg, tada je y = kx jednadzba pravca OA, ay = —%x, k #0,je
jednadzba pravca OB. Nadimo tocke A i B, sjecista tih pravaca i parabole. Kako je
k%x? = 2px, zbog x # 0, x = %@, dobivamo A (%@, 2,53) Analogno je B(2pk?, —2pk).

10 bodova
y
0
Sada je
(B)'+(2)"
lOAI__ k k _ l'cg‘/l‘*‘k? 1 1 s
0B =~ Vopir 7 @k phvii e K g e
15 bodova

Drugo rjedenje. Iz pravokutnih trokuta OA1A i OB1B imamo:

vo_ut _2m_2

tg¢ = - )
I nn 1y n
odnosno
Y %
1= T s
tgo
te
™ x2 T2Y2 T2Y2 Y2
t = Ct _— = = — = — = ——
89 = ctg (2 ¢) —y2 Y3 2pzy 2p’
odnosno

—yg = 2ptgo. 10 bodova



Sada imamo

[0A] _ 7 __W
0B] 2B -yted
2

s

15 bodova
2. Tvrdnju éemo dokazati matemati¢kom indukcijom. Za n =1 i lijeva i desna
strana su jednake 3.
Pretpostavimo da je

1
3a; +5a3 + ... + (2k + D)ap = (k+ 1)2ak - Ek(k +1)

za neki k € N. 5 bodova
Tada je

3a; + 5a3 + ... + (2k + D)ay + (2k + 3)ak+1

1
= (k+ 1) = gk(k+1) + (2k + a1,

a odavde koriStenjem

Qr = Qk+1 — 76—_1*_‘—1,
dobivamo
3a1 + 5a3 + ... + (2k + Dag + (2k + 3)ag+1
= (K + 4k + Do — (k+1) = Zh(k+1)
= (k +2)%ag+1 — %(k + 1)(k +2),
¢ime smo proveli korak indukcije i dokazali tvrdnju. 20 bodova

3. Prvo rjesenje. Za traZeni raspored postoje ove dvije moguénosti:

a) na jedno odrediste ée otputovati tri razreda, a na preostala tri odredista po
jedan razred;

b) na dva odredista ée otputovati po dva razreda, te na preostala dva po jedan

razred. 5 bodova
Za a) imamo najprije 4 moguénosti izbora odredista na koji ¢e otiéi tri razreda, a
za svaki od tih izbora postoji % rasporeda po razredima. 7 bodova

Za b) imamo najprije 6 moguénosti izbora odrediSta na koji ¢e oti¢i dva razreda
(odnosno, jedan razred), a za svaki od tih izbora postoji —2%—. rasporeda po razredima.
7 bodova
Ukupno imamo
6! 6!
4-§!-+6-ﬂ=480+1080=1560
moguénosti. 6 bodova



Drugo rjesenje. Sest razreda moZe putovati na etiri odredista (svaki na jedno,
ali ukupno, ne nuzno na sva) na 4% naéina, na tri odredista na 3% natina, na dva
odredista na 2% nagina, a na jedno odrediSte na 1 nagin. 10 bodova
Sada, prema formuli ukljuéivanja i isklju¢ivanja imamo da je broj traZenih moguénosti
jednak

4% —4.35 +6.25 — 4 = 1560. 15 bodova

Napomena. Pogresno brojanje kod kojeg ucenik najprije rasporedi u svako
odrediste po jedan razred, a potom dva preostala razreda rasporeduje proizvoljno i
koje rezultira sa (2) -4!. 42 = 5760 moguénosti (neke su brojane vise puta), ocijeniti
s 5 bodova.

4. Prvo rjesenje. Oznagimo sa S, sumu aritmetickog, sa Sy sumu geometrijskog
niza a s q kvocijent geometrijskog niza. Tada je

n
-1
ngalq_la
i
S :a1+an _a1+qn—1
@ 2 1™
5 bodova
Zato imamo
qn_l 1+qn—1
Sg—Sa = a1<q_1 — 5 n
1 n—1
= a <1+q+q2+...+q""1———+2q—n)
a - - a -
= 71(1+q"_1+...+qk+q"_k Lh+ g™ 1+1)——2‘-(1+q" Hn

= % (((1 + qn—l) -1+ qn—l)) o ((qk + qn_k_.l) _ (1 4 qn—l))

+o (D) -1+ g™

10 bodova
Kako je ¢F+¢"F"1—(14¢" 1) = (¢*-1)(1—¢"*71) < 0, zasvakik = 0,...,n—1,
to je Sg — S, <0, ¢ime je tvrdnja dokazana. 10 bodova

an ~—

Drugo rjesenje. Razlika aritmeti¢kog niza je d = (1”, a kvocijent geometri-

b 7]
. k . . — n—-1 _n — n-1 _11.
jskog niza je ¢ ”bl ,/al




Stoga je opéi ¢lan aritmeti¢kog niza

k-1
ar=a1+(k—-1)d = a1+n_1(an—a1)
n—k k-1
= a a
I R Rk
a opdéi ¢lan geometrijskog niza
k=1
o1 nok k-1
b =a1¢" ' =ai- (&> =a;~" ran.
ai
10 bodova
Dovoljno je pokazati da je ax > bi, za 1 < k < n, jer je tada o€ito i suma niza
ar, veéa ili jednaka sumi niza bg. 5 bodova
Zaista,
n—k k-1 pok kol
ar > by & T + Tan >artan?
(n = k)ay + (k — 1)an > mgn—kgk—1
n—1
. a to je aritmeticko—geometrijska nejednakost za n—1 brojeva ai, ay,...,a1,8n,8n,. .., 0n-
n—k k-1

10 bodova



