MINISTARSTVO PROSVJETE I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za Zupanijsko natjecanje ucenika
srednjih skola Republike Hrvatske

4. travnja 2003.

I. razred

1. Duljine stranica trokuta su a = b — C, b, c=b+ 2, gdje je r polumjer tom

trokutu upisane kruznice. Izrazite duljine stranica trokuta u zavisnosti od r.

2. Ako je a > 0, prikazite graficki u Kartezijevom koordinatnom sustavu skup
svih totaka (x,y) koje zadovoljavaju nejednadzbu

Iz +a|l -y —al <a.

3. Nadite sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe

4z +y+ 4Ty - 28/ - 14,/y +48 =0 .

4. Koliko ima Zetveroznamenkastih prirodnih brojeva djeljivih sa 7, takvih da
se zamjenom znamenaka jedinica i tisu¢ica dobiva broj (ne nuzno ¢etverozna-
menkast) djeljiv sa 7.



Rjesenja zadataka za I. razred.
Svaki to¢no rijeSen zadatak vrijedi 25 bodova.

at+b+c

1. Neka je s = 5

3 .
= ;b. Iz formula za povrsinu trokuta dobivamo

st=P=\/s(s—a)(s=b)(s—¢), 10 bodova

pa uvrStavanjem gornjih izraza za a, b i ¢ slijedi

st2 = (s—a)(s-b)(s—c),

3b2 (b+lr)b<b 1)
—br — —_ — -— —_
2 2 4 )2\2" 1)
49
b2 = ZT2
7
odaklejebz—z—r,a=§ric=%5-r. 15 bodova

2. Moramo promatrati sljedeca etiri slucaja:

1° 2z4a>0 2° r4a<0 3 r+a<0 4° z4a>0
y—a>0 y=a>0 y—a<0 y—a<0

5 bodova

Sada je
1° —a<z—-y+2a<a

Zadovoljavaju tocke odredene s x > —a,y > a,y<z+3a,y > z+a.

To je dio grafa oznafen u 1°. 4 boda
2° —a<-z-y<a

Zadovoljavaju toCke odredenes r < —a,y > e,y <~z +a,y > —T — a.

To je dio grafa oznagen u 2°. 4 boda
3 —a<-z+y-—-2a<a

Zadovoljavaju toCke odredenes ¢ < —a,y <a,y <z +3a,y >z +a.

To je dio grafa oznafen u 3°. 4 boda
4° —a<z+y<a

Zadovoljavaju toCke odredenes x> —a,y<a,y> —-z—@e,y < —r+a.

To je dio grafa oznacen u 4°. 4 boda

Zadovoljavaju sve tocke iz srafiranog podrucja koje nisu na njegovom rubu.

4 boda



3. Danu jednadZbu mozemo napisati u obliku

dr+y+49+4/Ty — 28z - 14/y =1,

odnosno
2V +y-7"=1.
Odavde slijedi 2/ + /y — 7= +1.. 6 bodova
1° 2yZ+ f-T=1 = j=8-2Vz,
VIiZ20 = 8-2/x>0 = /2<4 =

r=0,1,4,9,16 1 y==64.36,16,4,0.

7 bodova
2° 2z +\g-T=-1 = ([Jy=6-2yx,
VI20 = 6-2/z>0 = z<3 =
=0,1,4,9, 1 y=236,16,4,0.

7 bodova

Dakle, rjesenja su sadrzana u skupu

(z,y) € {(0,64),(1,36),(4,16),(9,4),(16,0),
(0,36),((1,16,),(4,4),(9,0)} .
5 bodova
4. Neka je z € {1,2,...,9} znamenka tisuéica i
y€{0,1,2,...,999}, tako da je dani broj,jednak 1000z + y. Prema
uvjetu zadatka postoje prirodni brojevi m i n takvi da je
1000z +y = 77{ i 10y+z=Tn. 5 bodova
Odavde dobivamo: //
/
10000z 7/10y = 70m
/
/a:+10y = Tn /(1)
99992 = 7(10m —n).
Kako je desna strand djeljiva sa 7, mora biti z = 7. 10 bodova

Iz prve jednadzbe/slijedi y = 7(m — 1000), tj. takoder mora biti
djeljiv sa 7 (y 5/0,7,14,...,994 = 142 . 7). 5 bodova

Trazeni brojexi su: 7000, 7007, 7014, 7021, ..., 7994 i ima ih 143. 5 bodova
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II. razred

1. Ako su a i b kompleksni brojevi takvi da je |a] = |b| =1, a # bi z kompleksan
broj, dokazite da je broj

a_b(z+abf—a—b)
imaginaran.

2. Nadite sva rjeSenja jednadzbe

Y+ 2z -3= Y12(z-1) .

3. Dokazite da ne postoji polinom p s cjelobrojnim koeficijentima takav da je
p(1)=4ip4)=9.

4. Deset kruZnica polumjera r = 1 postavljeno je unutar kruZnice polumjera R
kao na slici. Koliki je R?



RjeSenja zadataka za II. razred.
Svaki totno rijesen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Ako oznaéimo w =

(z + abz — a — b) dovoljno je pokazati

a —_—
dajew = —~w. 5 bodova
Koristeéi ad = bb = 1, 5 bodova
dobivamo:
- 1 (_ + 1 1 1)
= I+ —z——— =
1-1 ab” a b
= bab -—(abz+2z—-b—a)
—a a
1 -
= - _b(z+abz—a—b)=—w.
15 bodova
2. Koristit ¢emo identitet (a + b)* = a3 + b° + 3ab(a + b). 5 bodova

Kubiranjem dane jednadzbe dobivamo:

rt+(2r—-3)+3¥z- Y2z -3 (Y2 + Y2z - 3)

12(z — 1)

3Vx - V2x -3 Y12(z-1) = 9z—-1) [/:3 3

r(2z-3)-12-(z-1) = 21(z-1)® /:3
(-1)[4z(2z -3) -9z —-1)%] = 0
(z—-1)(-z*+6z-9) = 0

(z-1)(z-3)2 = 0

15 bodova
RjeSenja dane jednadzbe su z; =1, 293 = 3. 5 bodova

3. Pretpostavimo suprotno, tj. da postcji polinom
p(z) = anx™ + ... 4+ a1z + ag s cjelobrojnim koeficijentima takav da je

p(]-) = an+an_1+...+a1+a0:4’

p(4) = 4nan+4n_1an_1 +...+4a1+a0 =9.

Oduzimanjem se dobiva

p(4) —p(1) = (4" - an+ (4" '~ Dan_1+...+ (¢4 =1)a; = 5. 10 bodova
Broj na lijevoj strani je djeljiv s 3, jer su brojevi oblika
1= -DEFT ) =3 2 1

ocito djeljivi s 3. Medutim, na desnoj strani je 5, to nije djeljivo s 3.
Prema tome, pretpostavka je bila pogresna, tj. takav polinom p ne
postoji. 15 bodova



Prema slici je:
|OH| = /(R-r)2-712 = 2|0M| i

(R—71)? = |OM]? + (/4T = [OMZ + )2 .

5 bodova
Nadalje,

(R—7) =502 4 2r\/4r2 — |OM|2 = 572 + r\/16r2 +72—(R~1)?,

odakle slijedi

R(R® - 4R* —3Rr? +14r%) =0, 10 bodova

i faktorizacijom:

R(R—-2r)(R* - 2Rr - 7r*) =0. 5 bodova

Kako je R > 2r, slijedi R? — 2Rr — 772 =0, tj. R=(1+ V8)r,
ilizar=1jeR=1+\/§. 5 bodova
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I11. razred

. Rijesite nejednadzbu

log 22 + log 3'*2: — log (3i + 33> >0.

2. U konveksnom Cetverokutu ABCD tocke Gy, Gy. Gs, G4 su redom tezista
trokuta BCD, ACD, ABD, ABC, dok su A;, B,. C1, D;, tocke centralno
simetri¢ne totkama A, B, C, D u odnosu na Gy, G2, G3, G4. Dokazite da
je ABCD paralelogram ako i samo ako je A; B;C1D; paralelogram.

3. Na strani ABC trostrane piramide ABCD dana je totka O, kroz koju su
povucene duzine OA;, OB, i OCj, paralelno s bridovima DA, DB i DC, do
presjeka A;, B;, C) sa stranama piramide. Dokazite da je

|OA,| | |OB;| + |OCy|

D4 T oB| T Do) &

4. Nadite najmanji pozitivan cijeli broj a takav da jednadzba

3nx T T

2

— -2 — - _— — 2=0
cos”“ w(a — x) cosw(a — ) + cos 5 coS <2a + 3) +

4

ima realna rjeSenja.



RjeSenja zadataka za IIl. razred.
Svaki tocno rijesen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Danu nejednakost zapisujemo ekvivalentnom obliku:

1
22 A 31+§—:-

log T
3= +33

> logl

1
22 . 31+£

3z +33

3T —12.3% +27 < 0.

, 10 bodova
Supstitucijom 32 =t > 0, dobivamo nejednadzbu
t2-12t+27<0  tj. (t-3)(t-9)<0,
¢ije rjesenje je t € (3,9). 10 bodova.
11
RjeSenje dane nejednadzbe je x € (Z’ 5) 5 bodova

2. Neka su 74, 7B, Fc, TD; TAy, TByy TCy, TDyp; FGU FGz’ TGs, TG, radijus-
vektori odgovarajuéih tocaka.

Radijus-vektor 7, teZiSta trokuta BCD je

1
FGl = §('FB + 7 + 'FD). 5 bodova
Kako su tocke A i A; centralno simetriéne u odnosu na Gy, imamo
- 1. "
TG, = 5(1‘,41 +74) . 5 bodova
Odavde je
- ~ o 2 . . - S,
T4, = 2TG, — T4 = §(TA +7B+Tc+7p) — 374
1 analogno

- L . 2, L 5
7B, = 27G, — T = §(TA+7‘B +7c +7p) — 37B

. . . 2, L L. S,
Te, = 2TGy — Tc = g(TA+TB+7'C+7°D)“§"'C,

. - . 2 L L I
™D, = 27'G4 - Tp = §(TA +rp+r1C +7'D) - '3'7'D .

10 bodova
Cetverokut 4; B,C1 D1 je paralelogram ako i samo ako je
FAI + f"cl = Fgl + FDU tj. ako i samo ako jeTa+T7c =7Tg+Tp,
a ovo je ako i samo ako je ABCD paralelogram. 5 bodova



3. Pokazimo da je

|04 _V(OBCD) |0Bi| _V(OACD) |0Ci| _ V(OABD)

- - = . 5bod
IDA| — V(ABCD)' |DB| _ V(ABCD)' |DC| V(ABCD) ~ o

Iz tocaka O i A spustimo okomice OA; i AA3 na stranu BCD.
Trokuti OAyA; i AA3D su sliéni jer je < A;OA; = ¢ DAA3 i
JOAA; = JAA3D = 5. Zato je

V(OBCD) 3|0OA)|P(BCD) |0As| |OA]

V(ABCD) ~ L|A4;|P(BCD) ~ |A4s] ~ DA

Analogno se dobiva i za preostala dva slucaja.
Sada tvrdnja slijedi iz jednakosti

15 bodova

_ V(OBCD)  V(OACD)  V(OABD)

= V(ABCD) ' V(ABCD) ' V(ABCD)’ 5 bodova

4. Jednadzbu zapidimo u ekvivalentnom obliku

3
(cosw(a——x)—1)2+cos—27—:—1£-cos(%+%)+1=0.

Kako je

3
cos Rl cos (W—x— + f) +1>0 za svaki z, dobivamo
2a 2a 3

3mx T
cosm(z — a) i €08 — —~ * €08 (20, + 3> +1=0 bodova
Rjesenja prve jednadzbesu z=a+2n, n=0,+1,42,.., 5 bodova
1 . 1
a druge, x:4a<§+k> il a:=2a<—§+2k), k=0,%1,4£2,....
6n - 6n

1 =
1112k YT 12k-5 -
Kako su 1 + 12k i 12k — 5 relativno prosti sa 6, a a mora biti cijeli broj,

slijedi @ > 6. Zan =1+ 12k ili n = 12k — 5, dobiva se a = 6.

Najmanji pozitivan cijeli broj s danim svojstvom je a = 6. 10 bodova

Prema tome a =

5 bodova



MINISTARSTVO PROSVJETE I SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za Zupanijsko natjecanje ucenika
srednjih skola Republike Hrvatske

4. travnja 2003.

IV. razred

1. Funkcija f definirana je za svaki realni broj i za svako z i y vrijedi
flzy) = f(x) - fy) - flz+y) +1,

pri éemu je f(1) = 2. Odredite f(m) za svaki cijeli broj m.

2. Koliko ima peteroznamenkastih prirodnih brojeva s parnim brojem parnih zna-
menaka?

3. Rijesite u skupu kompleksnih brojeva sustav jednadzbi
(z—y)z—2) = 3,
yy-=z)y-2) = 3,

2(z—-z)(z—-y) = 3.

4. Dokazite da za svaki aritmeticki niz (a,) vrijedi jednakost

n n n— n n
aj — (1>a2+<2>a3——...+(—1) 1(n_1>an+(-—1) ane1 =0, n2>2.



Rjesenja zadataka za IV. razred.
Svaki to¢no rijeSen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Iz f(1-m) = f(1)f(m) — f(1 +m) + 1 slijedi

f(m)=2f(m) - f(m+1)+1 tj. flm+1)=f(m)+1. (%)

Sada dobivamo f(2) = f(1) +1 =3, f(3) = f(2) +1 =4,

f(4) = f(3) + 1 =5, ... Pretpostavljamo da je f(m) =m+1 za

svaki prirodan broj m. To se moZe dokazati matematickom indukcijom.
1° Za m = 1 tvrdnja vrijedi, jer je f(1) =2=1+1.
2° Pretpostavimo da za neki m > 1 vrijedi f(m) =m+ 1.
3° Dokazimo da je f(m+1) =m+2. Iz f(m) = m + 1 slijedi

fim+1)=f(m)+1=m+1+1.

Time je tvrdnja dokazana za svaki prirodan broj m. 15 bodova
Iz () za m = 0 slijedi f(0) = f(1)—1=1.

Iz (x) za m = —1, dobivamo f(0) = f(-1) + 1, tj.

f(=1)=f0)-1=0.

Neka je sada m prirodan broj. Tada je:
fm-1) = f((-1)-(-m+1))
= fDf(m+1) = f(-m)+1
= —f(-m)+1,

odakle, zbog f(m — 1) = m, dobivamo

""f(—m)z _f(m_.l)-|—1 =—-m+1,

§to znati da tvrdnja vrijedi i u ovom slucaju. 10 bodova
Dakle, za svaki cijeli broj m je f(m) =m+ 1.
2. Promatrat éemo najprije brojeve kojima je

1° prva znamenka parna, a zatim
2° one kod kojih je prva zamenka neparna. 5 bodova

1° Prva znamenka moze biti jedna od Cetiri znamenka: 2, 4, 6, 8.
Od preostale ¢etiri znamenke moraju jos jedna ili tri biti parne.
Za ova 4 mjesta imamo 5 moguénosti za parne i 5 za neparne brojeve.

U ovom slug¢aju ima
4 4
4. .51 = 20000

trazenih brojeva. 10 bodova



2° Ovdje prvu (neparnu) znamenku mozemo izabrati na 5 nacina,
a od preostale etiri 0, 2 ili 4 parne znamenke. Za preostala 4 mjesta
imamo 5 moguénosti za parne i 5 za neparne brojeve. U ovom

slucaju ima
4 4 4
. .54 = 25000

trazenih bojeva. 10 bodova
Dakle, ukupno ima 20000 + 25000 = 45000 mogucnosti.

3. Primijetimo da brojevi z, y i z moraju biti medusobno
razliciti.
Iz prve i druge jednadzbe se dobiva
sez-2)=ylz—y) . L+y=zz+y)
Analogno se dobiva y? + 2% = z(y + 2) i 22 + 22 = y(z + 2). 5 bodova
Iz ovih triju jednadzbi slijedi

2

P4y 4+ =ay+yz+ar 1ozt =y, y? =2z, 22 =1y . 5 bodova

Odavde je 22 — y% = yz — 2z, tj. (z + y)(z — y) = —z(z — y), odakle
jex+y+2=0. 5 bodova

Sada iz prve jednadzbe dobivamo

o(z? —(y+z)z+yz) =3 & x(xz—(—x)m+x2) =3 & 23-~1=0. 5bodova

Faktorizacijom se dobiva

(z—-1)(z>+2+1)=0.

-1+1iv/3 —-1—-1/3
Rjesenja ove jednadzbe su iz skupa {1, _;“/—, 21\/_}. Dakle,
(z,y,2) = (1, -1 _;h/g, -t —21\/:;>, ili bilo koja permutacija ovih

brojeva. 5 bodova

4. Prvo rjesenje. Pri rjeSavanju éemo koristiti formulu

()= 05)

Sada imamo:



n—1 n—1 n—1 n—1

ot (’; : i) an + (-1 (Z - ;) ot (-1

= (al—az)—(nzl> (az—a3)+<n;1) (a3 —ag) — ...
—_—— —_— e —

d d d

+(__1)n—2 (: : 1) (aﬂ—l - an) +(_1)n—1 (an - an+1)

=cﬁb—ﬁ;j+cgj—m+FW”C:Q+FWH]

= d-[1+ (=D 1=0.
20 bodova

Drugo rjesenje. Dokaz matematickom indukcijom.
1°Zan=2jea; —2a3+a3=a; —2(a; +d)+ (a; +2d) =0.
2° Pretpostavimo da jednakost vrijedi za neki n > 2.
3° Koristimo formulu iz prvog rjeSenja. 5 bodova

+1 +1 n+1 n
a1~<n1 )az—i—(nz )ag—...+(—1)"( n )an+(—1) +1an+2

S M S

+(-1)" (Z) tnp1 + (—1)" (n’j 1>an+1 +(=1)" ang

(po pretpostavci indukcije)

= - (g) az + (T)aa +..o+ (=D <n7_l 1>an+1 + (1) anys

= “(Z) (a1 +d) + (711) (ag +d) + ...+ (=1)" (nT_L 1>(an +d) + (=1)" an41 + d)

(po pretpostavci indukeije)

= -d [(’;) - (’f) +...+(—1)""1(nf 1) +(—1)"} =—d-L+(-D"=0.

20 bodova



