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Umnozak prvih 2004 prirodnih brojeva 1-2-3-4-...-2003-2004 djeljiv
je s brojem a kojemu su svi.prosti faktori jednaki 3.

Koliko najvise trojki moze imati broj a u rastavu na proste faktore?

Odredi sve ¢etveroznamcenkaste brojeve abed tako da je tocna jednakost

2 - abc = bed.

KoZna nogometna lopta Sivana je od dijelova koZe u obliku pravilnih
peterokuta i pravilnih Sesterokuta. Na lopti ima ukupno 32 komada
koze. Svaki komad koZe oblika peterokuta spojen je po stranicama
samo s dijelovima koZe oblika Sesterokuta. Svaki komad koZe oblika
Sesterokuta spojen je po stranicama s tri peterokuta i tri Sesterokuta.

Koliko na lopti ima dijelova koZe oblika peterokuta, a koliko dijelova
oblika Sesterokuta?

Dan je pravokutni trokut ABC. Neka je tocka E poloviste hipotenuze
AB, a totka D presjek simetrale pravog kuta < ACB i hipotenuze.

Koliki su kutovi Livkuta CDE, ako je trokut CDFE jednakokracan?

U Velikom Selu postoje tri nogometna kluba A, B i C. Svake se godine
nakon prvenstva vrSe prijelazi iz jednog kluba u drugi. Promatranjem
zbivanja tijekom prethodnih godina ustanovljeno je da 80% ¢lanova
pobjednickog kluba ostaje u njemu i u iduéoj godini, a 20% prelazi
u drugoplasirani klub. U drugoplasiranom klubu ostaje 50% ¢lanova,
40% prelazi u prvoplasirani klub, a 10% u treéeplasirani klub, dok u
treéeplasiranom klubu ostaje 40% ¢lanova, a 60% prelazi u drugoplasir-
ani klub.

Ako se zna da je nakon prijelaznog roka 2004. godine klub A imao 42-
¢lana, klub B 56 ¢lanova, a klub C 12 ¢lanova, te da je u prvenstvima

2003. 1 2004. godine klub C svaki put bio treé¢i i da nijedan klub nije

dobio oba prvenstva , odredite pobjednike u prvenstvima 2003. i 2004.

godine i broj ¢lanova klubova prije prijelaznog roka 2004. godine i prije

prijelaznog roka 2003. godine.
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1. Treba odrediti koliko ima brojeva koji su djeljivi s 3,9,27,81,....

Vrijedi 2004 = 3 - 668, pa ima 668 brojeva koji su djeljivi s 3. Analogno se dobije da ima 222 brojeva
djeljivih sa 9, 74 broja djeljiva s 27, 24 broja djeljiva s 81, 8 brojeva djeljivih s 243 i 2 broja djeljiva s
729.

TraZeni broj a moze imati najvise 668 + 222 + 74 + 24 + 8 + 2 = 998 trojki.

2. Danu jednakost piSemo ovako: 2(100a + bc) = 10bc + d odakle dobivamo d = 8(25a — bc).
Kako je desna strana posljednje jednakosti djeljiva s 8, a d je znamenka, slijedi da je d =0 ili d = 8.
a) Ako je d = 0, tada je 25a = be, pa je a jednako 1, 2 ili 3.
Za a = 1, dobivamo da je bc = 25 i traZeni broj abcd jednak je 1250.
Za a = 2, dobivamo da je bc = 50 i traZeni broj abed jednak je 2500.
Za a = 3, dobivamo da je bc = 75 i traZeni broj abed jednak je 3750.
b) Ako je d = 8, tada je 25a = bc + 1, pa su be i 25a dva uzastopna broja.
Za a = 1, dobivamo da je bc = 24 i traZeni broj abcd jednak je 1248.
“a ¢ = Z, dobivamo da je bc = 49 i trazeni broj abed jednak je 2498.
Za a = 3, dobivamo da je bc = 74 i traZeni broj abed jednak je 3748.
Za a = 4, dobivamo da je bc = 99 i trazeni broj abcd jednak je 4998.
3. Neka je = broj dijelova u obliku Sesterokuta. Kako je svaki Sesterokut sa svoje tri stranice spojen
peterokutima, zaklju¢ujemo da je 3z ukupan broj stranica svih peterokuta. S druge strane, broj dijelova
koze u obliku peterokuta je 32 — x i oni imaju ukupno.5(32 — z) stranica. Dakle, vrijedi jednadZba
3z = 5(32 — z) &ije rjeSenje je = = 20.
Nogometna lopta Sivana je od 20 dijelova koZe u obliku Sesterokuta i 12 peterokuta.
4. Skica

C

A D E B
Trokut CDE je jednakokratan, pa je |[CD| = |DE|. S z ozna&imo kutove X DEC i ¥DCE, as y kut
XCDE.
U trokutu AEC je |AE| = |EC]| jer je totka E srediste kruznice opisane pravokutnom trokutu ABC.
Zato je @ = 45° +x i 2a +z = 180°. Iz te dvije jednakosti dobivamo da je z = 30°
U trokutu CDE je 2z +y = 180°, pa je y = 120°.

5. Postoje dvije moguénosti za poredak klubova:

(i) U 2003. godini poredak je bio A: B: C, a u 2004. poredak je B, A,C.

(ii) U 2003. godini poredak je bio B; A4;C, a u 2004. poredak je A,B,C.

Promotrimo prvu moguénost i izradunajmo broj élanova u klubovima prije prijelaznog roka u 2004.
Vrijedi sustav jednadzbi: 0.8b; + 0.4a; = 56, 0.2b; + 0.5a; ~ 0.6¢c; = 42, 0.1a; + 0.4¢; = 12, gdje su
@1.b1.¢; brojevi ¢lanova klubova A, B, C prije prijelaznog roka u 2004. RjeSenje tog sustava je a1 =
40,6; = 50,¢; = 20.

Sad na isti nadin odredimo i broj &lanova u klubovima prije prijelaznog roka u 2003. RjeSenje odgo-
varajuceg sustava 0.8b, + 0.4a; = 40, 0.2b3 + 0.5a3 + 0.6¢c; = 50, 0.1ap + 0.4c; = 20, gdje su as, by. o
brojevi ¢lanova klubova A, B, C prije prijelaznog roka u 2003. je ap = 30, b2 = 40, co = 40.

U drugoj moguénosti da je u 2004. poredak bio A, B, C dobivamo da je broj €lanova bio negativan,
te ta mogucnost otpada.
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2004 —n

99 prirodni

1. Koliki je zbroj svih prirodnih brojeva n za koje je
broj?

2. Za tri realna broja a, b, ¢ vrijede ove jednakosti:

a+b+c=1,
b +¢® + 2bc + 6a+3 = 0.
Koliki je zbroj ab + ac?

3. Ucitel] i njegovi u€enici krenuli su autobusom u mjesto gdje se odrzavalo
Drzavno natjecanje iz matematike. Sjedili su na sjedalima ¢iji su bro-
Jevi bili uzastopni prirodni brojevi i njihov je zbroj iznosio 54. Koliko
je ucenika ucitelj vodio ako je samo jedan od brojeva sjedala na kojima
su sjedili bio prost broj?

4. Dan je jednakokracan trokut ABC. Na osnovici AB odabrane su dvije
totke D i1 E tako da je |AD| = |DE| = |EB|. Polupravci CD i CE
dijele kut 4 ACB na tri kuta. Dokazi da je kut XDCE najveéi od
ta tri kuta. '

9. Duljine stranica trokuta ABC su prirodni brojevi, a najmanja je 2 cm.
Kolika je povrina trokuta P ako je v. = v, + v, pri temu su Vg, Up, Ve
duljine visina redom na stranice a, b.c?
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1. Neka je 20%% = k, pri éemu je k prirodni broj. Tada je n = 2004 — 99k, tj. 99k je prirodni broj manji od
2004. Najveéi broj k za koji to vrijedi je 20. Dakle, k € {1,2,,3,...,19,20}, a prirodni brojevi n su 2004 — 99-
1,2004—99-2,...,2004—99-20. Njihov zbroj jednak je S = (2004 —99-1) +(2004—99-2) +. ..+ (2004 — 99 - 20)
=2004-20 - 99(1 +2 + ...+ 20) = 40080 — 99 - 21 - 10 = 19290.

2. Drugu jednakost zapisimo u obliku (b + ¢)? + 6a +3 = 0 i b + ¢ zamijenimo s 1 — a. Dobivamo jednadzbu
a® +4a+4=0,tj. (a+2)?2=0. Dakle,a = -2, pajeb+c=3.

Zato je ab+ac=a(b+c)=—-2-3=—6.

3. Nekasu k+ 1,k +2,...,n brojevi sjedala na kojima su sjedili ucitelj i ucenici, pri ¢emu je k € Ny ,n € N i
n — k > 1. Buduéi da je zbroj brojeva sjedala jednak 54, vrijedi

n(n+1) k(k+1)

=54
2 2 ?

odakle nakon sredivanja dobivamo (n — k)(n + k + 1) = 108. Kako je 108 =2-2-3-3-3in—k > 1, a otito je
da jein+k+1>n—k postoji ovih pet moguénosti:

nd kh+1=5n—-k=2

n+k+-1=36.n—k=3

n+k+1=27,n—k=4

n+k+1=18.n—-k=6

n+k+1=12,n—k=29.
Prvi i Cetvrti sustav nemaju rjesenja u skupu prirodnih brojeva, dok su rjeSenja ostalih sustava redom: n =
19,k = 16; n =15,k = 11; n = 10,k = 1. Brojevi sjedala u prvomn rjeSenju su 17, 18 i 19, a buduéi da sn medu
njima dva prosta broja to nije rjeSenje zadatka. Brojevi sjedala za n =15,k = 11 su 12,13,14 1 15 i medu njima
se nalazi samo jedan prosti broj. Brojevi sjedala za n = 10,k = 1 su 2,3,4,5,6,7,8, 9 1 10, a buduéi da su medu
njimna Cetiri prosta broja, to nije rjeSenje zadatka.
Dakle, ucitelj je vodio 3 ucenika na Drzavno natjecanje.
4.

C

VARV

F

Trokuti ADC i BEC su sukladni jer je |AC| = |BC|, |AD| = |EB|, XCAB = ¥CBA, pasu i kutovi X ACD
i ¥ ECB sukladni. Treba dokazati da je ¥ DCE veéi od kuta XACD.

Prvo zamijetimo da u jednakokraénom trokutu je krak dulji od svake spojnice vrha C i bilo koje totke na
osnovici. Dakle, |JAC| > |CE]}.

Na produzetku C'D preko tocke D odaberemo tocku F tako da je |CD| = |DF)|. Tada je &etverokut ACEF
paralelogram (dijagonale mu se raspolavljaju), tj. |AC| = |FE|. Iz |AC| > |CE] slijedi da je |[EF| > |CE|,
tj. XDCE > xCFE. Ali kutovi XCFE i XACF su kutovi uz presjetnicu, te su jednaki, pa slijedi da je
X DCE > ¥ ACF &to je i trebalo dokazati. _

'@, Iz jednakosti ve = v, +vp slijedi da je v, najveca visina, pa je stranica ¢ najkraca, tj. ¢ =2 cm. Iz jednakosti

P= %ﬂ- Shjedl Vg = %. Analogno se dobije Vp = 2p 1 Ve = _2c£’ Sto uvrsteno u danu jednakost_ daJe % = ;__ 1

o121t ’ ’
Odatle dobivamo sljedece jednakosti: ab = 2a+2b, ab—2a — 2b+-4 = 4, tj. (a—2)(b—2) = 4. Buduéi da su
a 1 b prirodni brojevi, dobivamo ove moguénosti: a —2=2,b—2=2a~-2=1,0—2=4;,a—-2=4,b—-2=1.
U posljednje dvije moguénosti dobivamo da su duljine stranica 3 cm, 6 cm, 2 cm, $to ne €ini trokut. Dakle,
Jjedino rjesenje je a = 4,b = 4, tj. radi se o jednakokra¢nom trokutu sa stranicama duljine 2 cm, 4 cm i 4 cm.
Duljinu visine na stranicu ¢ = 2 cm raéunamo koristeéi Pitagorin poucak: v, = /42 — 12 = /15 cm.
Povrsina trokuta ABC jednaka je P = = = /15 cm?.
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