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MINISTARSTVO ZNANOSTI, OBRAZOVANJA [ SPORTA REPUBLIKE HRVATSKE
ZAVOD ZA SKOLSTVO

HRVATSKO MATEMATICKO DRUSTVO

MATEMATIKA

Zadaci za opéinsko-gradsko natjecanje uCenika
srednjih §kola Republike Hrvatske

7. ozujka 2005.

1. razred

1. Sedam kruznica jednakih polumjera smjesteno je unutar vece kruznice kao na
slici. Ako je polumjer manje kruznice 1, kolika je povrsina oznatenog dijela?

2. Dokazite da je za svaki prirodan broj n, broj n°® —n djeljiv s 30.
3. Dokazite da je 28 —z° 4+ 22 — x4+ 1 > 0 za svaki realan broj z.

4. U kvadratu povrsine P nalazi se 2005 figura ¢iji je zbroj povrdina veéi od 2004 P.
Dokazite da postoji barem jedna tocka zajednic¢ka svim figurama.



Rjesenja zadataka za [. razred.
Svaki to¢no rijeSen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. TraZenu povrsinu P oznatenog dijela mozemo izrac¢unati na vise
nacina. Navedimo dva.

Prvi nacin. Sesterostruka povrsina jednaka je povrsini veceg kruga,
umanjenoj za sedmerostruku povriinu malog kruga i za Sesterostruku
povrsinu dijela izmedu srediSnjeg kruga i dva vanjska susjedna.

Povrsina ovog dijela, P’, jednaka je razlici povrsine jednakostrani¢nog
trokuta stranice 2 i povrsine tri Sestine kruga polumjera 1, tj.

22\/§ 1 T
' — —_ -—-2 = _—
P = 1 3 5 1’r =3 5
Sada je

6P =325 —7-1%7r — 6P’ =57 — 6V/3.
Stoga je P = gw——ﬁ.

Drugi na¢in. TraZena povrsina jednaka je povrsini jedne Sestine
veceg kruga umanjenoj za povrdinu jednakostrani¢nog trokuta
stranice 2, i za dvije treéine povrSine manjeg kruga.

5
P:—.32 —_—— e -, 2 = e —_— 3——/ = - -— .
5 T 1 3 1°w 27r V3 37 67r V3

10 bodova

5 bodova

5 bodova
5 bodova

10 bodova

15 bodova
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2. Izraz n° — n mozemo faktorizirati:

P —n=nn*-1)=nnm - Dn*+1) =n(n-1)(n+ D(n?2+1). 5 bodova
Kako je 30 = 2 -3 -5 dovoljno je pokazati da je dani broj djeljiv

s2,319. 3 bodova
Kako je (n — 1)n(n + 1) umnozak tri uzastopna cijela broja,

on djeljiv s 2 2 boda
is3. 3 boda
Ako je neki od tih brojeva djeljiv i s 5, n° — n je djeljivo s 30. 2 boda

Ako niti jedan od brojeva n — 1, n, n + 1 nije djeljiv s 5, tada je n
oblika 5k + 2, za neki k € N pa je

n? +1=(5k+2)% +1=25k2 £ 20k +4+1=>5(5k>+4k+1),
pa je i u tom slu¢aju n2 + 1 djeljivo s 5. Znaéi n® — n je djeljivo s 5 za
svakin € N. 8 bodova
Konaéno, to zna&i da je n® — n djeljivo s 30. 2 boda

3. Neka je P(z) =% -2 + 2% —z + 1.
Razlikujemo sljedeéa tri slucaja:

1° Ako je z negativan ondaje x <0 i z° <0 paje P(z)>0. 5 bodova
20<z<1l = 1-28>0, 1-z>01ixz>0

= Pl)=284+221-2)+(1—-2)>0, 10 bodova
3r>1 = 22-120, -1>0 i >0

= Plx)=2(z3-1)+z(z-1)+1>1>0. 10 bodova

Dakle, P(x) > 0 zasvakiz € R

4. Dan je kvadrat K unutar kojeg se nalaze figure
F,, i=1,2,...,2005, ¢ije povriine oznafimo s P; = P(F;).
Uoéimo da je zajednicka tocka svih figura Fj, zapravo toCka
koja ne lezi ni u jednom od skupova K\F;, i=1,2,...,2005. Dakle,
treba pokazati da postoji tocka kvadrata koja ne lezi u uniji skupova
K\F;,, i=1,2,...,2005. 10 bodova
Povrsina te unije je manja od zbroja povriina skupova K \ F;. PovrSina
P! od K\ F; iznosi P — P;, pa je zbroj svih tih povrsina

P} + ...+ Pjygs = 2005P — (Py + ... + Paoos)

a zbog uvjeta Py + ...+ Pagos > 2004 vrijedi

P + ...+ Pyyg5 < 2005P — 2004P = P.

Iz P{ + ...+ Plyes < P, zakljutujemo da je povrsina unije skupova

K\ F; manja od povrsine kvadrata,

pa sigurno postoji tocka kvadrata koja nije u uniji skupova K \ Fj,

dakle lezi u svim figurama F;. 15 bodova
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II. razred

,l zate R
+1

a) Koje sve vrijednosti moze poprimiti |z|?

b) Odredite skup parametara t za koje vrijedi

1. Dani su kompleksni brojevi z =

|3Rez +1Imz| < 3.

2. Nadite sve realne brojeve z, y koji zadovoljavaju jednadzbu

(2? +y* - 4)*(zy - 1)’ + Vy? - 22 =0.

3. U jednakokra¢nom trokutu jedan kut iznosi 108°. Dokazite da je omjer duljina

. . 1+Vv5
osnovice 1 kraka tog trokuta jednak 9\/_.

4. Nadite koeficijente a i b takve da polinom az®+bx* +1 bude djeljivs 22—z —1.



Rjesenja zadataka za II. razred.
Svaki tocno rijesen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Kompleksni broj z mozemo zapisati u obliku

-1 t—1 2'-1 3t

2 = o T = — ia
t+i t—1 241 241
: 282 -1 3t -
paje Rez = 71 i Imz=—t2+1. 5 bodova
a)
2P (2t2 - 1)2 4+ (3t)2 4t +5t2 41 42 +1 3
VA = = = - = — .
(12 +1)? (t2+1)2 t2+1 t2+1
5 bodova
Kakoje1 <t?+1< o0 vrijedi 0 < 5 < 3, odnosno
te+1
L<4- g <4ilgl <2t 2l €[1,2). . 5 bodova
b) Iz
6t2 — 3 3t |6t2 — 3t — 3|
3Re I = - = <3
[3Rez +Imz| t2+1 t2+1| t24+1
slijedi
27 —t -1 <t?4+1 tj. —-t?-1<2®’—t-1<t?+1 5 bodova
Moramo rijesiti dvije nejednadzbe:
1° -2 -1<2t2—t—1 tj. t@Bt—1)>0.
1
Zadovoljava t € {—00,0) U <§, 00
22 ~t-1<t?41 tj. (+DE-2)<0.
Zadovoljava t € (-1,2).
1
Oba uvjeta su zadovoljena za t € {(—~1,0> U <§, 2>. 5 bodova
2. Da bi operacije bile definirane mora biti y? — 2% > 0 tj. y? > 2°.
Buduéi da su svi pribrojnici nenegativni, svaki od njih mora biti
jednak nuli. 5 bodova
Dakle,
(2 + 2~ 4% (zy -1 = 0 = ryt=4 ili zy=1,
Vz—-22 = 0 = 2?2 =2
5 bodova

Imamo ova dva slucaja:



ry = 1.

2 =yl
5 bodova
Odavde dobivamo trazene totke:
(V2,V2), (V2,-V2). (-V2,V2). (-V2,-V2), 5 bodova
(1,1) i (=1,-1). 5 bodova

3. Neka su vrhovi trokuta A, B. C i neka su D i E tocke na stranici BC takve
da je
4 DAB = 4 CAE = 36°. Oznatimo |BD| = z. |BC| = a.
|AB| = |AC|=1b, |DC|=a — z.

AABD je jednakokracan, pa je |BD| = |AD|,
AADC je jednakokracan, pa je |[DC| = |AC|,a —z=btj. z=a—b. 5 bodova
Iz sliénosti trokuta DAB i ABC dobivamo:

|DA| |AB| 3
= 5 bodov
4B BT 5 bodova,
I —
b a
a-b b
b a
a b a
——1 = - .=
b a / b
(9—)2 ~2-1 =0 10 bodova
b b
a  1+V5
b2
Zadovoljava jedino % ! +?\/§ 5 bodova

Napomena. Sli¢no rjesenje bazira se na sli¢nosti AADFE ~ ABEA.
Moguce je i trigonometrijsko rjeSenje.



4. Prvo rjesenje. Podijelimo li polinom ax® 4+ bx* +1 sa a? —z — 1

(ax® +bat + 1) : (22 -2~ 1) = az® + (a + b)2® + (2a + b)z + (3a + 2b)

—az® + azt + az®

(a+b)zt +azd +1

—(a+b)x* + (a + b)z® + (a + b)x?

(2a + b)2® + (a + b)2? + 1

~(2a+b)z® + (2a + b)z? + (2a + b)z

(3a + 2b)22 + (2a + b)z + 1

—(3a + 2b)z% + (3a + 2b)z + (3a + 2b)

(50 +3b)r + (3a+2b+1)

dobivamo kvocijent polinom tredeg stupnja i kao ostatak linearni
polinom

(5a + 3b)x + (3a + 2b + 1).

Ostatak dijeljenja mora biti jednak nuli pa dobivamo sistem od dvije
linearne jednadzbe s dvije nepoznanice:

5a+3b = 0

3a+2b+1 = 0.

RjeSenje ovog sistema jex =3 1 y = —5.

Drugo rjesenje. Kako je 22 — x — 1 = (z — a)(z - B),
1+v5 . 1-V5
7 P
vidimo da mora biti P(a) =0 i P(8) = 0 (jer je poznato da je P(zx)
djeljiv s x — ¢ ako i samo ako je P(c) = 0).

gdje su a = rjeSenja jednadzbe x2 —z — 1 =0,

Imamo
a-a®+b-a*+1 = 0
a-BP+b-41+1 = 0

odakle mozemo, koristeéi a3 = -1 1 a+ =1 (Vieteove formule),

dobiti =3 1 = -5.

10 bodova

5 bodova

5 bodova
5 bodova

5 bodova

5 bodova

5 bodova

10 bodova
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III. razred

log, z - log, %

1. Ako je log, b = 10, izratunajte m'

2. Za koje vrijednosti parametra o je nejednakost
sin®z + cos® z + asinz - cos z >0

zadovoljena za sve realne brojeve = 7

3. U trokutu ABC poznati su kutovi § ABC =75° i JBCA = 45°. Ako je P
totka na stranici BC takva da je |BP| = 2|PC], izraéunajte kut J APB.

4. U raznostrani¢nom trokutu ABC povucene su teZisnica CT i visina CH na
stranicu AB (totke T i H leze na stranici AB). Ako su kutovi J ACT i
4 HCB jednaki, dokazite da je trokut pravokutan.



Rjesenja zadataka za III. razred.
Svaki tocno rijesen zadatak vrijedi 25 bodova.

1. Prvo rjesenje. Vrijedi redom:

log, = - log, g = log, ‘Q‘ 10 bodova
log, b-log,, log,;, b
b

= log, — -logyab = (log,b— 1)(log, a + 1) 10 bodova
a

= (10— 1)(116 +1) = % 5 bodova

Drugo rjesenje. Sve izrazavamo pomoc¢u dekadskih logaritama:

logz log %
b T b
log, z - log, - _ loga logzx _ log - -logab 10 bodova
log, b-log,, = logb logx loga-logh
logz logab
_ (log b — log a)(log b + log a) - (). 5 bodova
loga-logb
Iz log, b = 10 slijedi logb = 10loga, 5 bodova
pa je
() = Joga-1lloga 99 5 bodova
loga-10loga 10
2. Prvo rjesenje. Vrijedi:
1— 9 3 3
Gin®z 4 cosPz = (1 — cos2z) + (1 + cos2z)
8 8
1.3 o, 3 .o
= Z+ZCOS 2r=1-— Zsm 2z,
pa zato polazna nejednakost prelazi u
3 . 2 a
~1 sin” 2z + 5 sin 2z +12>0 (%) 10 bodova

Fiksirajmo a. Nejednadzba (*) je kvadratna u varijabli sin 2z
koja poprima vrijednosti u intervalu [—1,1]. Zbog negativnog
koeficijenta uz kvadratni ¢lan, kvadratni trinom poprima minimum
na rubovima intervala, pa da bi on bio nenegativan, nuzno je i dovoljno
da bude nenegativan za rubne vrijednosti sin2z = —1 i sin2z =1, 5 bodova
t). mora biti
3

(a4
—S o2 41>0
R

%120 5 bod
1 + 5 +12> 9 bodova

4



Odavde dobivamo

a € [—i, 1} . 3 bodova
272

Drugo rjesenje. Kao u prvom rjeSenju dobiva se kvadratna jednadzba

3
—th + %t +1=0. 10 bodova
Nuzno je da za njezina rjesenja t, ty vrijedi [—1,1] C [¢1,¢2] tj.
hh<-11t>1,. 5 bodova
Rjesenja su
1 -
t1o= 3 (a +va?+ 12) , 5 bodova
ee 1 11 )
pa slijedi « € —3 31 5 bodova

Napomena. Ukoliko ucenik koristi neke od potrebnih formula za transformaciju
pocetne nejednakosti na nejednakost (*) ili neku analognu, ali ne uspije transformi-
rati izraz u kvadratnu nejednadzbu poput (), zadatak treba bodovati s 5 bodova.

3. Neka je a = |BC|, c=|AB| i ¢ = 4 BPA.
A4

B 2a P a4 C
3 3
Prvo rjesenje. Prema poucku o sinusima imamo
a sin60° 3
= ., 5 bod
¢ sin45° \/; > bodova
2 N . .. |BP} ¢ L.
Zbog |BP| = 34 mozemo pisati = —, pa zaklju¢ujemo da su
c a
trokuti BPA i BAC sliéni. 10 bodova
Zato je ¢ = ¢ BAC = 60°. 10 bodova
Drugo rjesenje. Kao i u prvom rjeSenju imamo
in 60° 3
e _ s?n =4/= (1) 5 bodova
¢ sin45° 2

Primijenimo poucak o sinusima na trokut APB:

sin 2 c .
T T 5 bodova
3

sin(105° — »)



4
tj. koristenjem (1)

e _ V3, 5 bodova
sin(105° — @) /2
Iz geometrijskih razloga je jasno da jednadzba (2) ima jedinstveno
rjesenje koje se moze i "pogoditi”; naime, ¢ = 60° zadovoljava (2). 10 bodova
No, jednadzbu (2) je lako rijesiti koristenjem adicijskog teorema i
dijeljenjem s cos ¢; dobivamo tgp = V3, odnosno ¢ = 60°.

Trece rjesenje. Vrijedi

|BP|  P(AABP) _ 3|AB|-|AP|sin 4 BAP

2 = = = 5 bodova
|PC| P(AAPC) %|AC| -|AP|sin4 CAP
|AB| sin(105° — ¢)
= 5 bod
[AC| sin(p — 45°) odova
_ sTn45 81.11(105 - <p)' 5 bodova
sin75° sin(p — 45°)
Jednadzbu moZemo rijesiti koristenjem adicijskog teorema i
dijeljenjem s cos ¢. Tako dobivamo tgy = V3, odnosno = 60°. 10 bodova

Napomena. Ako uéenik nade omjer bilo koje dvije stranice trokuta

a 3 ... b 2 . a 3+V3
— =4/ il i =

c 2 ¢ V3+1 b 22
za to dobiva 5 bodova.

4. Uvedimo oznake « = 4 ACT = 4 HCB, 3=4TCH,
c¢=|AB|, t =|CT|, v = |CH]| (vidi sliku).

Prvo rjedenje. Vrijedi:
|AH|=v-tg(a+8), |[BH|=v -tga, |TH|=v-tgph. 5 bodova
Kako je |AT| = |BT| , ti. |AH| - |TH| = |BH|+ |TH|, vrijedi

tg(a+8) —tgB=tga+tgfh
odnosno

tga +tgf
1-tgatgp
Nakon sredivanja dobivamo

=tga + 2tg B. 5 bodova

tg 8 —tg’ atg 3 — 2tgatg? 8 =0,
4.



tg B(1 — tg? o — 2tgatg 3) = 0.

Kako je trokut raznostrani¢an, ne moze biti § = 0, pa je tg 3 # 0.

Dijeljenjem s tg 3 dobivamo

1-tgla —2tgatgf =0,
pa je
1-tg?a 1
2tga tg2a’
odakle je tg 8 = ctg2a = tg (g - 2a>, paje B = —7;: - 2a, tj.

JACB =2+ = g
Napomena. Ovo rjesenje se temelji na slici na kojoj je

|CB| < |CA], ali je sli¢no i u drugom sluéaju jer je

4ACT=4BCH <= <JACH = JBCT.

tg 8 =

Drugo rjesenje. Primjenom poucka o sinusima na trokute ATC i

TBC dobivamo

3 t 5 t
2 — . 1 2 3
sina  sin(90° — a - ) : sin(fa+ 6) sin(90° — )’
odnosno
5 sina _sin(a + )
t cos(a+pB)  cosa

tj.

sinacos a = sin(a + B3) cos{a + B).
Odatle slijedi

sin2a = sin(2a + 20).
Rjesenja ove jednadzbe (uz 0 < a < g—, 0<a+f<7)su

2a = 2a-+ 28,
20 = 7-(2a+26).

Prvo otpada jer je B # 0 zbog raznostraniénosti trokuta,

a iz drugog slijedi J ACB = 2a + 8 = ~

7"

o |

5 bodova

5 bodova

5 bodova

10 bodova

5 bodova

5 bodova

5 bodova
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IV. razred

1. Na elipsi sa sredistem O nalaze se toctke A i B takve da je 4 AOB = 90°.

Dokazite da udaljenost totke O od pravca AB ovisi samo o duljinama poluosi
elipse.

2. Ako su u trokutu duljine stranica a, b, ¢ tri uzastopna ¢lana aritmeti¢kog niza
(u tom poretku), dokazite da za njegove kutove (a je kut nasuprot stranice a,
7 nasuprot stranice c) vrijedi:

te 4o = 1
85 %85 T 3

3. Zadan je rastav skupa prirodnih brojeva:
N={1}u{2,3} U {4,5,6} U{7,8,9,10} U{11,12,13,14,15} U...
Ako je Sy zbroj svih k brojeva u k-tom skupu iz gornjeg rastava, dokazite da
vrijedi
S1+S3+ S5+ ...+ Son_y =nt
za svaki prirodni broj n.

4. Na krivulji s jednadzbom y = z* — 227 nalaze se 4 razlicite tocke Ty = (xx, y),
k =1,2,3,4. Ako tocke Ti,T5,T3,T4 leze na jednom pravcu, dokazite da je
T+ 2o+ z34+ 174 = 0.



RjeSenja zadataka za IV. razred.
Svaki to¢no rijeSen zadatak vrijedi 25 bodova.

1.

Odaberimo toc¢ku O za ishodiste koordinatnog sustava. Neka je
2 2

jednadzba elipse % + 12—2

= 1, pri ¢emu su a, b > 0 duljine njezinih
poluosi.

Pretpostavimo najprije da pravci OA i OB nisu paralelni s
koordinatnim osima. Ako pravac OA-ima koeficijent smjera k # 0,

1
onda pravac OB ima koeficijent smjera %

OA ... y=kz, OB ... y:—%x
A ... (zaya), B ... (zB,ys)
5 bodova
Iz jednadzbi
2 2 2 2
_ Th , Ya _ _ 1 Ts , Yp _
ya = kx4, ?-i-b—'—l te yB—-—EIB, —7+-E.-2——1
dobivamo
, _ a®b? 2 a?b?k? 5 alb?’k? »  a%b?
AT AT g re TBT oy VBT 2ipk
5 bodova
Oznatimo s d udaljenost tocke O od pravca AB. Ragunajuéi
povrSinu pravokutnog trokuta OAB na dva nacina dobivamo
1 1
s |AB|-d=~|0A|-|0OB],
2 2
tj.
d= [0A|- [0B| - _104]-10B] 5 bodova

4Bl \floaP + 10BP

202(1 + k2)
TR
a?b?(1 + k?)
T

Konaéno, ra¢unamo:

|0A]® = 2% + 44 =

|OB|* = 2} +yj =
pa uvrstavanje daje
1 o4 +|oB> 1 1

= S+ S =
@ " |0AP-10BI® ~ [0AF " |0BP

a’k? + b2 a’ + b?k? (@® + b1 + k) a? + b2

T @R AR AR LKD)

a’h?



t
av 10 bodova

tj.
d = rH—
Vaz + b2
U sluéaju kada su pravei OA i OB paralelni s koordinatnim
osima gornji racun je trivijalan i opet dobivamo istu formulu za d.

2. Prvo rjesenge.
Oznatimo s s poluopseg, s r radijus upisane kruznice i s P povrSinu

trokuta.
B [ c
Iz pravokutnih trokuta ADU i CDU (sa slike) zaklju¢ujemo
[} T 8 T
bl g = ) 5 bod
tg2 s—a’ t°2 s—c odova
Primjenom formule P=171-s, t). 7= " dobivamo
2 2
o Y r P
() 8 T GG ss—a)s—-c) odova
Prema Heronovoj formuli P = \/s(s — a)(s — b)(s — ¢), pa imamo dalje
s—b a+c-b

tggtgzz =
2 °2 s a+c+b

Iz uvjeta zadatka je a + ¢ = 2b
-b 26-b 1
ate == 15 bodova

a+c+b 2040 3

Napomena. Zbog uvjeta da su a, b, ¢ uzastopni ¢lanovi aritmeti¢kog niza

mozemo staviti: a =b—z, c=b+z. Tada je s= 5 Iz (x) mozemo

nastaviti ovako
72 r
= )

0 1o — r? _
83 g2—(s—a)(s—c)_ b b o b2 9
;+I 5% Z—:t

Kako je P =rs = v/s(s — a)(s — b)(s — ¢), dobivamo

o k 00 t a ¢ 1
a Je Konacno - - = T3 ==
P 8389 T 32 T 3
Drugo ryesenge. Uvjet a + ¢ = 2b, koristenjem poucka o sinusima,
moze se napisati kao
sina + sin~y = 2sin J. 5 bodova



] ) ) .z T -
Pomocu formule sinx + siny = 2sin

+y .
9 Cos , Za pretvaranje
zbroja trigonometrijskih funkcija u produkt. te formule

sin 2z = 2sin 2 cos , za sinus dvostrukog kuta, dobivamo

a—"n 3
2sina;7cos 5 : :4sin/§cos§,

$to, zbog sin ety

Z

3 .
= sin (90° - §> = C0S 7, moZemo faktorizirati:

cos—g- (cos — —ZSing) =0.
Bududéi da je cos—g #0, te sing = C0S (90° - g) = cos & ; ’Y, dobili smo
cos a—y a+y

-~ 2c¢0s 5 = 0. 10 bodova

Primjenom adicijske formule za kosinus, cos(z +y) = coszcosy — sinzsiny,
kenaéno slijedi

[0 ¥ e « L Ly
COS—COS—-}-Sln—San—2COS—COSZ+281n—Sln-—=0,

2 2 2 2 2 2 2 2
tj.
3sin —g— sin % = CO0S g cos :21’
odakle je
a v 1
tg—tg= = —. 10 bodova
8383 73 ocer
) . . k(k+1)
3. U prvih k skupova nalazi se upravo prvih 1 +2+3+... +k = —
prirodnih brojeva. Zato su u k-tom skupu elementi
gf—_zli—f-l,...,k—(k;—d. 5 bodova
Zbroj njegovih elemenata je (prema formul: za zbroj ¢lanova
aritmetickog niza)
k k—1)k k(k+1
Sp=—- (————)—-+1+w =E(k2+1). : 5 bodova
2 2 2 2
Konaéno je
n
ZSzk_l = Z 9k-1 +1)
k=1 k=1
n
= > (4k° - 6K% + 4k — 1)
= Z(k4 (k= 1)) =nt—0* =n?
15 bodova

Napomena. Alternativno, u posljednjem raéunu movuc'e je koristiti
n
. n(n+1) ‘)n +1) 1+ 1
formule Z k% = ( Z k= G + ) .




, "\ 2k ~ 1
Takoder, jednakost 5
k=1
1 matematic¢kom indukcijom po n.

((2k — 1)° + 1) = n' se moze dokazati

4. Prvo rjesenje.
Pretpostavimo da T3, T, T3, Ty leze na pravcu s jednadzbom
y = ax + b. Tada vrijedi

:cﬁ. - Zx;zc =y =axr+b; k=1,234
pa su 1,3, T3, T4 rjedenja jednadibe 2t — 202 —ax —b=0. 10 bodova
Kako su tocke po pretpostavci razlicite, brojevi zy, 2, 3,4 su
medusobno razli¢iti. Kako jednadzba cetvrtog stupnja ima tocno 4
rjeSenja u skupu kompleksnih brojeva (brojena s odgovarajuéim
kratnostima), zakljucujemo da su z, x9, x3, T4 Sva rjeSenja gornje
jednadzbe i svako od njih je kratnosti 1. 5 bodova
Koeficijent uz z* u gornjoj jednadzbi je jednak 0, pa po Vitteovim
formulama dobivamo xz; + x2 + 23 + x4 = 0. 10 bodova

Drugo rje3enje. Kako su tocke T1, Ty, T3, Ty razli¢ite i koordinate
Ty, X9,T3,T4 moraju biti razliCite.

h

Ako tocke T3, T3, T3, Ty leze na jednom pravcu, mozemo izjednaditi
koeficijente smjera pravaca T1 Ty, ToT3, T3Ty:

Y291 _ Y3—Y2 _ Ya— U3

. 5 bodova
T2 — 21 x3 — X2 T4 — T3

Uvrstavanje yx = 2} — 222; k= 1,2,3,4 daje

(23— 2h) — 22} —2}) _ (af —28) ~ 2} —2}) _ (4 - 2d) — 2z} — 2d)

T2 — Iy T3 — T2 Ty~ T3

)
tj.
x?+x%x2+x1m%+x% — 271 — 219 = :cg+:c§x3+x2x§+:v§ —~ 2z — 223
$g+x%x3+m2$§+$§ —2zy — 223 = $§+$§$4+$3.’L‘3+£L‘2 — 2x3 — 2x4,
§to je ekvivalentno s

(x, — 1L‘3)(.’l}% + zya3 + :r% + 2129 + xox3 + x% - 2)

0
(xo — 3:4)(1‘3 + zoxy + 1‘2 + 1913 + 374 + a:% -2)=0.

10 bodova
Sada imamo

y 2 2
.rf +ay a3ty iz + a3 -2 =0

1% + ’Lé + .7;3 + Toxy + 1oxy + T3y — 2 = 0.



6

a oduzimanjem tih jednakosti dobivamo
13“]2 — l:; - .l‘](l‘g + r3) — l'.;(.l'g - r3) = 0.
tj.
(rp—xg)(ory+2ry+a24+23)=0
pa je
i+ Tt rs+ry=0. 10 bodova



