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MATEMATIKA, Zupanijsko natjecanje
Zadaci za II. razred srednje skole, B varijanta
14. ozujka 2006.

1. Neka su z, ¥ i a realni brojevi takvidajez+y=ae¢—1 1 zy =a® - 7a+ 12. Za
koji a izraz z* + y? poprima najveéu moguéu vrijednost? Koliki su tada z i y?

2. Odredi realne brojeve a i b za koje je polinom az® + bz + 2 djeljiv sa (z — 1)2.

3. DokaZi da je za svaki prirodan broj n, broj

n4+n3+11n2+n
24 4 24 4

takoder prirodan.

4. U jednakostraniénom trokutu zadana je toéka T ¢ije udaljenosti od stranica trokuta
iznose 1, 21 3. Kolika je duljina stranice tog trokuta?

5. Da li je broj

1 1 1 1
+ + .+
24v2  3V2+92/3  4/3+3/4 100+/99 4+ 99+/100

racionalan? Qbrazlozi!




Zupanijsko natjecanje 2006., II. razred, B varijanta — rjeSenja zadataka

Svaki toéno rijeSen zadatak vrijedi 20 bodova.

1. Neka su z, y i @ realni brojevi takvidaje r+y=a—-1 1 zy = a —T7a +12. Za koji a
izraz z° < y? poprima najveéu moguéu vrijednost? Koliki su tada z i y?

Rjedenje.
Promatrani izraz z° 4+ y? izrazavamo pomoéu a:

?+y’ = (z+y)*—2zy
= (a—1)?—2(a® - Ta+12)
= —a®+12a —23. (6 bodova)

Kvadratni izraz —a® + 12z — 23 poprima najveéu vrijednost za
o = 57qy = 6. Tada je 2° + 3% = —36+ 72— 23 = 13. (10 bodova)

Odredimo sada brojeve T i y. Iz uvjeta dobivamo: z +y = 5 i zy = 6. TraZeni brojevi
su rjeSenja kvadratne jednadzbe t? — 5t + 6 = 0, odakle slijediz =2iy =3 iliz =3 i
y=2
(5 bodova)
Napomena. Zbroj &iji maksimum treba odrediti moZe se i odrediti i na ovaj naéin.
Iz y = (a — 1} — =z slijedi
2{{a—1)—z) = a®~Ta+12, £.
2 —(a—-Vz+e®-Ta+12 = 0.

RjeSenja ove kvadratne jednadZbe su izrazi za ¢ i y, {j.

_a—1%v-3a7426—47 y_a—l¥v\/—3a2+26—47
- ) 1 = 5 .

Sada se dobije z% + ¢ = —a?® + 12a — 23.

2. Odredi realne brojeve a i b za koje je polinom az® + bz + 2 djeljiv sa (z — 1)2.

Pruo rjesenje.
Dijeljenjem:

(az? + br + 2):(z?—2z+1)=az+2a
+ az® F 2ar® £ az
2ax? 4+ (b—a)z + 2
4+ 2az® F doz & 20
(Ba+b)z + (~2a+2)

se dobiva ostatak (3a + b)z + (—2a + 2) (10 bodova)



Polinom p(z) = az® + bz + 2 je djeljiv s (z — 1)? = 2% — 2z + 1 ako i samo ako je ostatak
dijeljenja polinoma p(x) s (x — 1)? jednak nuli, pa mora biti 3a +b=0i-2¢ +2 = 0.
(6 bodova)

RjeSavanjem ovog sustava dobivamo a =1, b = —3. (5 bodova)

Napomena. Da bi P(z) bio djeljiv s (z — 1) mora biti (1) = 01 P'(1) = 0, pa dobivamo
at+b+2=0,3a+b=0,odakleslijedia=1, b =-3.

Drugo rjefenje.
Prikazat éemo polinom p(z) = az® + bz + 2 po potencijama od (z — 1).

az® +bz+2 = aflz—1)+ 1P +o[(z —1)+1]+2
= ofz~1P+3alz-12+3alz - 1) +a+blz—1)+b+2

= a(z—-1P +3a(z - 12 +Ba+b)(z— 1)+ (a+b+2)
(10 bodova)
je djeljivo s (z — 1) ako i samo ako je 3a +b=0ia-+ b+ 2 =0. (5 bodova)

RjeSenje ovog sustava dobivamo a = 1 i b = -3. (5 bodova)

. DokaZi da je za svaki prirodan broj n, broj

n! 7l 11n?

n
24T T g

takoder prirodan.

Rjesenje.
Imamao:
n! nd 11n? n nt -+ 6n3 + 1102 + 6n
—+—+ +— =
24 4 24 4 24
n{n®+6n+11n+6)  n(n®+n?+542 + 5n+6n +6)
- 24 B 24
a4+ 1)n?+5n+6)  nn+1){n+2)(n+3)
B 24 B 24 |
Brojnik A = n{n+ 1)(n + 2)(n + 3) je produkt Eetiri uzastopna prirodna broja.

(5 bodova)
Od ¢etiri uzastopna prirodna broja dva su djeljiva s 2, a jedan od njih s 4. To znaéi da je
A djeljivo s 8. (8 bodova)
Napomena. Ako ucenik obrazloZi da 4|4, ali ne i 8|4, onda 3 boda.
Od tri uzastopna prirodna broja jedan je djeljiv s 3. (5 bodova}
Dakle, A je djeljivs 8is 31tj. Ajedjeljivs8-3=24. (2 boda)
Napomena. Moguée je i metodom matematéke indukcije dokazati 24 | n(n+1)(n+-2)(n-+3).



4. U jednakostraniénom trokutu zadana je totka T ije udaljenosti od stranica trokuta iznose
1, 21 3. Kolika je duljina stranice tog trokuta?

Rjesenje.
Vidimo da trokut ABC moZemo razdijeliti na tri trokuta CAT, ABT i BOT. Povriina
trokuta ABC jednaka je zbroju povriina ta tri trokuta:

P(ABC) = P{CAT) + P(ABT) 4 P(BCT).

¢ (5 bodova)

Povriina trokuta CAT jednaka je %|CA| » vp. Pritom je v, duljina visine tog trokuta iz

vrha T, upravo udaljenost totke T od stranice CA. (5 bodova)
Zato je (vidi sliku) P(CAT) = »“2—1 (2 boda)
.9 .
i analogno P(ABT) = HT P(BCT) = GT3 (3 boda)
. ) . 2 2
pa dobivamo a21 + a2 + a23 =z 7] 3, a odatle konatno 3¢ = < ﬁ, a =43

(5 bodova}



5. Da li je broj

1 1 1 1

+ + ot
2++v2  3VZ+2v3  4V3+3V4 10099 + 99100

racionalan? QObrazlozi!

Rjesenje.
Danu sumu moZemo zapisati u obliku

1 1 1
= + +...+ .
2.v/14+1-v2 3-v24+2-V3 100 - /93 + 99 - /100

Opéi Elan, potevii od drugog, je

1 1 (TL+1 Wrn—nyn+1
m+)vVr+nvn+l  (n+lly/a+n/n+1 (n+1)vn—nv/rF1

(n+1a—nyn+l  (n+lva-—nyn+l

(mn+1)2n—n2(n+1)  n3+2n2+n—nd—n?

(n+1l)ya—n/n+l n o+l

n{n+ 1) T on n+1
1 _ 1
T yn n+1
(15 bodova)
Sada je
R PR SV T TR S S U
V2 V2 V3 V3 V4T V98 V35 Vg V10D
1 a
=l g T w
Dakle, dani broj je racionalan. (5 bodova)

Napomena. Ugenik moZe raspisati nekoliko prvih €lanova u zbroju i uotiti danu pravilnost.



