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MATEMATIKA, Zupanijsko natjecanje
Zadaci za IV. razred srednje kole, A varijanta
14. oZujka 2006.

1. Za realan broj = definiraju se: najvece cijelo od z, | z| je najveéi cijeli broj koji nije
veci od z i decimalni dio od z, {z} =z ~ |z].

Npr. |3.14] = 3, {3.14} = 0.14, |-2.4] = -3, {—2.4} = 0.6.

Odredi sve pozitivne brojeve z za kojeg su {z}, |z| i = tri uzastopna clana ge-
ometrijskog niza.

b

Odredi sve prirodne brojeve n za koje je polinom (z+41)* — 2" —1 djeljivs 22 +1+1.

3. Neka kruZnica polumjera r sijece hiperbolu zy = 1 u Getiri totke Pi(zy, ),
Pg(l[.‘g,‘yg), P3($3,y3), P4(3:4,y4). Dokazi da vrijedi:

(a) z1T2T3T4 = YiYayays = 1,
4
(b} Z |OP;[* = 4r* (O je ishodiste koordinatnog sustava).
k=1

4. U skupu realnih brojeva rijesi sustav jednadzbi

2
:52006 + y._OOG + z2006 — 2]
IQOOT - y2007 -+ z2007 — 21
_,EEODS + y2008 + 22008 _ 9.

o. Unutar kruga polumjera 1 nalazi se n razlicitih todaka A;, Aq, ..., A, {n>2). Za
t=1,2,...,n neka d; oznatava udaljenost od A; do najblize od preostalih tocaka.
Dokazi da vrijedi

di+di+...+d° <16



Zupanijsko natjecanje 2006., I'V. razred, A varijanta — rjeSenja zadataka

Svaki to€no rijesen zadatak vrijedi 20 bodova.

1. Za realan broj = definiraju se: najvece cijelo od z, [z] je najvedi cijeli broj koji nije veéi

od z i decimalni dio od =, {2} =z — [z]-
Npr. [3.14] =3, {3.14} = 0.14, [~24] = ~3, {~2.4} = 0.6.

Odredi sve pozitivne brojeve r za kojeg su {z}, |zf i = tri uzastopna &lana geometrijskog
niza.

Prvo rjegenje.
Mora biti {z} -z = |22 (2 boda)

Za [z] = 0, dobili bismo geometrijski niz 0, 0, 0. (2 boda)
Za |z| = 1 imamo
z€([L,2), {a}=2-1¢[0,1)1 {z}-z=1,t. z(z-1)=1.

14 /5
2

-} (8 bodova)

RjeSenja kvadratne jednadibe 22 — 5 ~ 1 == 0suz= » Pa zbog £ > 0 imamo

+ V5 . (Tada je {z} = 2\/5

a {zf 2 2 vrijedi
lz)? > 2|z],

azbog {z} - z<r<|z|+1< 2z, je |z)? > {z} - z, pa nema drugih rjesenja.

(8 bodova)
Drugo rjesenje.
) R o N R A IR 157 3 S €
slijedi 5 bodova)
He i v e A (
Ako je [z] > 2, na lijevoj strani ove Jednakosti je broj veéi od 2, a na desnoj broj manji
od 2. Zato je |z} =1, (|z] # 0). (5 bodova)

1 ; .
Sada je 1+ {z} = =T ti. {z}® + {z} — 1 = 0. Rjesenja ove kvadraine Jednadibe su

- ~14+v5
_]:%\LE_,- Zbog 0 < {z} < 1, slijedi {z} = ——2\/—_ (5 bodova)
Dakle, = {_j?T - ‘/—2*‘ ! (5 bodova)

- Odredi sve prirodne brojeve n za koje je polinom (z+1)" —z"~ 1 djeljivs 22 + ¢ 4 1.

Rjesenge.
s 2 1, V3.
Nultoéke trinoma 22 + 2+ 1 su — - + Y2 —~%, pa je dovoljno naéi n € N takve da one budu

1 nultocke zadanog polinoma, tj. takve da vrijedi



(5 bodova)
Kako je ——— £z = (o8 —izsx %, i % —2{ =cos § 4 isin§ T, brojevi %%iﬁi il :I:%i
su redom korljem polmoma (22 = 1) i (2% + 1), tj. vrijedi
3 3 '
1, V3, . {1 V3,
(—5 + %—z) =1 i (§ 1 —"é—i) = —1. (3 boda)

Zato je dovoljno promatrati slutajeven =3k, n=3k+1in=23%L+2

1 Za n = 3k imamo

a za parno k

3° Za n = 3k + 2 dobivamo

AN AR U At t Vi (1.3
(Ei—z—l) _(_j‘):iTl -*1=(—l)k ‘—52}3—2_?- - _”E:F"?l)-—l:.

Za neparno k ovaj izraz poprima vrijednost

1, V3, 1_ V3.
..2“(—52}271)“(“—?—2'—2)—1:0,

a za parno k



(4 boda)
Dakle, zadovoljavaju brojevi oblika n = 3 -2/ +1in = 32A+1)+24. n =g + 1,
n =645, ({ € Np). (2 boda)

Napomena. Ovo se moie malo elegantnije zapisati pomodu trigonometrijskog ilj eksponen-
cijalnog oblika kompleksnog broja.

- Neka kruznica polumjera r sijefe hiperbolu zy = 1 u &etiri tocke Pz, ), Po(za,19),
P(zg,y3), Py (za,¥4). Dokazi da vrijedi:

(a) z1227374 = yiyyayy = L,
4
(b) Z |OP:|? = 42 (O Je ishodiste koordinatnog sustava).
k=1
Rjesenje.
Jednadzbu kruinice napisimoe u obliku (z — p)? + (y ~ g}’ = rz.zApscise zajednickih tofaka

1 . L.
hiperbole i kruznice su rjeSenja jednadibe (z — p)? +- (E - q) = 2, ili nakon sredivanja,

zt ~ 2ps? 4 (p 4 g% — r¥)z? — %z + 1 =0. (*)
(4 boda)

Vieteove formule za jednazbu (+) glase:

T+ Ty 13+ 24 = 2p,

T1T2 + T1%3 + T T4 + ToTg + ToTy -+ T3Tq = p2 + q2 - T2,
I1L2T3 + T31ToTy + T 23Ty + ToI3xs = 2q,

T1TeTryTy = 1.

QW
I |




(2) Prema Vidovim formulama je m1zoz3zy = 1. (2 boda)
I 1 1

1 e
Zbog yryayays = — - —— . . — =L, vrijedi i yyyoygyy = 1. (2 boda)
Ty zp T3 14

Napornena. Ugenik koji primijeti da iz 21297324 = 1 slijedi Y¥aysys = 1 dobiva 2 boda,
cak i ako nije pokazao da je zyzoxyzy = 1.

(b} Imamo:
4
§ = D IORF = 0P +[0R + OB + OB,
k=1
m?+y?+z§+y§+z§+y§+mf+yf
1 1 1 1
2,.,2,.2, .9
= (Il +zp + I3 + zg) + (ﬂf_i?+;t_§ +;g+$-—g).
(3 boda)
Kako je

If%—:r:%%—m%—l—:r;,%: (z1+ 29 + 3 —I—Iq)2-2($13:2+...+:c33:4) =A2—QB;

(3 boda)
1
1+1+1+l
xf " zd 12 z}
2

2 2 2,2 2.2
3;%2:3 + zf:r:gzd -+ J:f:x,jm4 =+ $§2:3:c4
(z1z0T324)2

T
1 == (I]Ig$3)2 + (Il.ﬂ:qu )2 - (I11354)2 -+ (I2I3I4)2

= C?- 2(z72z3:, + zizyzde, + zizozaz] + T1x3riny + T T5T3T] + T1T23573)
= % 221792374 (7120 + 724 + T1Tq + T2 + ToLy + 2324)
= C?-2.1.B,
(4 boda)
slijedi
8=(A-2B)+(C*-2B) = (4p” — 2p” ~ 2% + 27%) 4 (4¢° — 29" — 2% + 2%) = 42,

(2 boda)



4. U skupu realnih brojeva rijesi sustav jednadzbi

2008 4 2008 4 2008 _ o

Rjesenje.
Zbrajimo prvu i treéu Jednadzbu i oduzmemo drugu pomnofenu s 2:
(z2006 4 2006 4 2006 ) -+ (£2008 4 42008 | Z7008) _ 9. (2007 4 42007 72007}
= 2+2-2.2
& (7006 4 ;2008 _ o £2007) 4 (12006 4 y2008 _ g y2007) 4 (52006 4 2008 _ o z2007y _

&n 2:2005 . (I — 1)2 4+ yQUDG_ . (y _ 1)2 + ZEUUE . (Z _ 1)2 =0.

Zbroj nenegativih 1zraza je jednak 0, pa je svaki od njih jednak 0. Zato je z, 1 » 2€{0, 1}

(15 bodova)
Konaéno rjefenja sustava su (z,4,2) € {(0,1,1), (1,0,1), (1,1,0)}. (5 bodova)
Napomene.

— Za oduzimanje prve i druge jednadzbe

y2007 _ 2007 _ g

1

$2005 + y2ﬂﬂﬁ + 2‘2006 _ $2007 _

ucenik dobiva 2 hoda.

— Za pogodena sva tri rjesenja bez argumentacije da drugih realnih rjeSenja nema daje se
2 boda.



5. Unutar kruga polumjera 1 nalazi se n razlicitih todaka Ay Az, A (> 2). Zado=
L,2,...,n neka d; oznatava udaljenost od A; do najblize od preostalih totaka. Dokas; da
vrijedi

di +dj+...+d> < 16.

fjesenje.

d;
Neka je K; krug sa sredistem A, polumjera 5"

Uotimo da iz d; < 2 slijedi 1 + —21 < 2, pa krug polumjera 2 sadrzi sve krugove Ky, ..., K,,.

. . di d;
Osim toga, za 7 # § vrijedi d; < [Aid;], d; < |A;A;], odakle je 5t EJ < [A;44], pa
krugovi K;, K; imaju disjunktne nutrine. (15 bodova)

Zato je ukupna povréina krgova K; manja od poviSine velikog kruga,

n d 2 n
Z(”ﬁi) n<d-m, tl Y d2<16
i=1

i=1}
(5 bodova)

Napomena. Ideja promatranja ovih ili nekih drugih kruZnica (recimo polumjera d; oko
totke A;), ali bez konkretnih zakljuéaka - 5 bodova.



