SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
Dodatne napomene za ispravljace
1. razred — srednja Skola — A varijanta
28. sijecnja 2019.

Zadatak A-1.1.

Odredi sve troznamenkaste brojeve sa zbrojem znamenaka 11 od kojih se zamjenom znamenki
jedinica i stotica dobiva za 594 vedi broj.

Bodovanje: 3 boda ukupno nosi obrazlozeni zakljuéak ¢ = a + 6, formulom ili rije¢ima. 1 bod
nosi obrazlozenje da znamenka stotica mora biti manja od 3. Preostala 2 boda nosi zapisivanje
mogucih rjeSenja.

Zadatak A-1.2.

Neka su a i b pozitivni realni brojevi za koje vrijedi

a b a’? b
S42=3 i — 4+ =10
b+a ' b+a
1 1
Odredi — + —.
a b

Bodovanje: Dobivanje jednakosti a + b = 5 vrijedi 3 boda. Jednakost ab = 5 vrijedi 2 boda.
Sredivanje do konacnog rjesenja nosi 1 bod.

Zadatak A-1.3.
Neka je ABC trokut u kojem je <CAB = 20° i neka je D poloviste stranice AB.
Ako je <CDB = 40°, odredi <ABC.

Bodovanje: Izracun kuta <<AC'D nosi 2 boda. Zakljucak da je trokut ADC' jednakokracan
vrijedi 1 bod, a jednakost |CD| = |BD]|, takoder nosi 1 bod. Zakljuc¢ak da je trokut BDC
jednakokracan vrijedi 1 bod, a konacno rjesenje nosi 1 bod.

Zadatak A-1.4.

Za kvadratnu plocu ¢ija su polja obojena crnom ili bijelom bojom kazemo da je [gjepa ako se
njezin izgled ne mijenja rotacijom za 90°.

Koliko ima razlicitih lijepih ploca dimenzija 5 x 57

Bodovanje: 1 bod nosi komentar da sredisSnje polje ostaje fiksno. 3 boda nosi opis Sto se
dogada s ostalim poljima ploce i uocavanje 6 polja koja mozemo proizvoljno odabrati, od kojih
se 1 bod moze dodijeliti ako ucenik analizira jedno polje i uoci cetiri polja koja moraju biti iste
boje. Konacno, 2 boda nosi prebrojavanje: 1 bod za mnozenje s 2 za svako polje koje mozemo
proizvoljno odabrati i 1 bod za konacni rezultat.
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Zadatak A-1.5.
Odredi sve parove (m,n) cijelih brojeva za koje vrijedi mn + 5m + 2n = 121.

Bodovanje: 2 boda nosi faktorizacija, 2 boda odredivanje svih slucajeva koriste¢i da je 131
prost broj, te 2 boda dobivanje svih rjesenja.

Ako ucenik ispise rjesenja bez obrazlozenja, ukupno dobiva 2 boda. Ako ucenik ne ispise sve
slucajeve nakon faktorizacije, primjerice ako ispise samo faktorizaciju na pozitivne faktore,
dobiva najvise 5 bodova.

Zadatak A-1.6.

Borna zeli svaki od brojeva 2,3, ..., 32 obojiti jednom od k boja (k € N) tako da nijedan broj
ne bude visekratnik nekog drugog broja iste boje. Odredi najmanji prirodni broj k za koji
Borna moze to postiéi.

Bodovanje: Postavljanje i dokazivanje ograde k > 5 nosi ukupno 5 bodova. Pronalazenje
primjera bojenja za k = 5 nosi 5 bodova. Toc¢an odgovor £ = 5 bez dokaza i primjera nosi
1 bod.

Zadatak A-1.7.

A F N D
Na slici je kvadrat ABCD stranice duljine 1. Ako
su ABEF i KLMN sukladni pravokutnici, odredi
duljinu |BE|.
K
B E L C

Bodovanje: Koristenje sukladnosti trokuta K EL i M DN nosi 1 bod. Dokaz da je L poloviste
stranice BC mnosi 5 bodova, od kojih 1 bod nosi uvodenje tocke N’, a 3 boda dokaz da je
|LN'| = |BE)|. Koristenje da su trokuti CM L i DN M polovice jednakostrani¢nih trokuta nosi
svako 2 boda (jedan bod za uocavanje, a drugi za tocan racun).
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SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
Dodatne napomene za ispravljace
2. razred — srednja Skola — A varijanta
28. sijecnja 2019.

Zadatak A-2.1.

1 1
Odredi sve kompleksne brojeve z za koje vrijedi 22 = = + .
z  Zz

Bodovanje: Uvrstavanje z = = + yt u pocetnu jednadzbu ne donosi bodove ako jednadzba
nije sredena. Rjesenje bez argumentacije nosi 1 bod. Argumentirani zakljucak da z mora biti
ili realan, ili strogo imaginaran, nosi 4 boda. Ako u konacnom rjesenju nije iskljuceno z = 0,
oduzima se 1 bod.

Zadatak A-2.2.

Odredi sve parove (p, q) prostih brojeva za koje kvadratna jednadzba 2% + px + ¢ = 0 ima dva
razli¢ita rjesenja u skupu cijelih brojeva.

Bodovanje: Vieteove formule nose 2 boda, odredivanje mogucih slucajeva 1 bod, svaki slucaj
po 1 bod i provjera da kvadratna jednadzba zaista ima cjelobrojna rjesenja 1 bod.

Zadatak A-2.3.

D
Na kruzmici je dano pet toc¢aka kao na slici. Duzine AC i
BE sijeku se u sredistu kruznice. Ako je <DAC = 37° i C
<EBD = 28°, odredi kut <ACE. E
B
A

Bodovanje: Uocavanje obodnih kutova nosi 2 boda, a pravog kuta nad promjerom 1 bod.
Racunanje trazenog kuta koriste¢i zbroj kutova u trokutu nosi 3 boda.

Zadatak A-2.4.

Nadi sve parove (z,y) realnih brojeva za koje vrijedi

xy® = —135, (x +y)y = —6.

Bodovanje: Uvodenje supstitucije nosi 2 boda. Izvodenje kvadratne jednadzbe za a i b nosi
1 bod i njezino rjeSavanje 1 bod. Odbacivanje slu¢aja y> = —15 nosi 1 bod i navodenje rjesenja
nosi 1 bod. Zapis rjesenja bez postupka nosi 1 bod.
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Zadatak A-2.5.

Koliko ima razlic¢itih narukvica koje se sastoje od cetiri crne i cetiri bijele kuglice poredane
ukrug? Dvije narukvice smatramo razlicitima ako se ne mogu okrenuti tako da poredci kuglica
na njima budu isti.

Bodovanje: Crtanje ili opisivanje narukvica bez obrazlozenja ili sustavnog pristupa nosi najvise
3 boda, i to na sljedeéi nacin: barem pet razli¢itih narukvica 1 bod, Sest ili sedam narukvica
2 boda, a svih osam narukvica 3 boda. Dodatno, ako ucenik navede kao razlicite narukvice
koje smatramo istima, treba mu u ovom dijelu bodovanja oduzeti 1 bod za jedan takav par
narukvica, a 2 boda za dva ili viSe takvih parova.

Kompletno rjeSenje mora sadrzavati i obrazlozenje zasto ne postoje druge mogucénosti. U obraz-
lozenju je vazno da uéenik pokaze sustavnost u analizi svih moguénosti (npr. da nize slucajeve
po duljini najduljeg niza crnih kuglica, tj. prema rastavima broja 4 na pribrojnike: 4, 3 + 1,
242,24+14+1,14+14+1+1).

Zadatak A-2.6.

U kupaonici dimenzija 6 m x 6 m jedan kut zauzima pravokutna kada dimenzija 2m x 1.5m.
Koliki je polumjer najveé¢eg kruznog tepiha koji se moze rasiriti na podu kupaonice?

Bodovanje: 1 bod nosi zakljucak da se srediste tepiha najveéeg mogucéeg polumjera nalazi
na dijagonali (dovoljno je da se to vidi iz na¢ina na koji ucenik modelira situaciju), a 1 bod
obrazloZenje za taj zakljucak. 2 boda nosi izraZavanje duljina duZina koje smo oznadili F'N i
SN, te ukupno 3 boda primjena Pitagorinog poucka. Kona¢no, rjeSavanje kvadratne jednadzbe
nosi 2 boda, a odbacivanje jednog rjesenja 1 bod.

Zadatak A-2.7.

Izmedu gradova prometuju jednosmjerne avionske linije. Za svaka dva grada A i B postoji
tocno jedna linija: ili iz A prema B, ili iz B prema A. Dokazi da postoji grad iz kojeg je
moguce dod¢i do bilo kojeg drugog grada s najvise jednim presjedanjem.

Bodovanje: Iako princip matematicke indukcije nije gradivo drugog razreda, ucenici bi mogli
imati argumente koje smo koristili u koraku indukcije. Za promatranje proizvoljna dva grada
A i C uz pretpostavku da se iz A ne moze do¢i u C' s najvise jednim presjedanjem, mozemo
zakljuciti da postoji linija iz C' u A i iz C' u sve gradove u koje postoji linija iz A (kao na slici
u prvom rjesenju). Taj zakljuc¢ak nosi 3 boda.

U prvom rjesenju promatranje grada iz kojeg polazi najvec¢i broj linija nosi 3 boda, a dokaz da
taj grad zadovoljava uvjet iz zadatka 7 bodova.

U drugom rjesenju ideja dokazivanja matematickom indukcijom nosi 1 bod, baza indukcije nosi
1 bod, primjena pretpostavke indukcije 2 boda, te dovrsavanje koraka indukcije 6 bodova.
Ucenik koji ne koristi niti princip ekstrema (npr. promatra grad iz kojeg polazi najveéi broj
linija) niti indukeiju, moze dobiti 3 boda ako provede analizu kao u napomeni nakon drugog
rjeSenja.
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SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
Dodatne napomene za ispravljace
3. razred — srednja Skola — A varijanta
28. sijecnja 2019.

Zadatak A-3.1.

Izracunaj
tg 192° + tg 48°

1+ tg168° - tg408°

Bodovanje: Svodenje svih kutova u zadatku na kutove izmedu 0° i 90° nosi 3 boda. Primjena
adicijske formule za tangens nosi 2 boda, a konacan rezultat 1 bod.

Zadatak A-3.2.
Baza pravilne uspravne Cetverostrane piramide je kvadrat stranice duljine 12, a duljina visine

je 8. Koliko je oplosje te piramide?

Bodovanje: 3 boda nosi uocavanje pravokutnog trokuta i primjena Pitagorinog poucka, 1 bod
nosi racunanje visine piramide, a 2 boda ra¢unanje oplosja.

Zadatak A-3.3.
Odredi posljednjih 2019 znamenaka broja 22019 . 52018 . 2017,

Bodovanje: Uocavanje da je posljednjih 2018 znamenki nula nosi 2 boda, a odredivanje 2019.
znamenke 4 boda, od kojih odredivanje zadnje znamenke broja 92°!7 nosi 3 boda.

Zadatak A-3.4.

Neka je a pozitivni realni broj za koji vrijedi log,, 40v/3 = log,, 45. Dokazi da je a® cijeli broj
i odredi ga.

Bodovanje: Uvodenje eksponenta x nosi 1 bod, ideja da dijeljenjem mozZemo eliminirati a
1 bod, a uocavanje baze % 2 boda. Logaritmiranje onda nosi 1 bod i konac¢ni rezultat 1 bod.
Za drugaciji pristup vidjeti napomenu u rjeSenjima.

Zadatak A-3.5.

Umnozak odredenog broja medusobno razli¢itih prirodnih brojeva manjih od 1000 nije djeljiv
brojem 250. Koliko je najvise brojeva pomnozeno?

Bodovanje: 1 bod nosi rastav na proste faktore broja 250, objasnjenje sto brojevi moraju zado-
voljavati da umnozak ne bude djeljiv s 250 nosi 2 boda, a prebrojavanje brojeva u slucajavima
nosi 3 boda. Tocan odgovor bez obrazlozenja nosi 1 bod.

Ako ucenik ne komentira slucaj u kojem mozemo uzeti samo neparne brojeve, treba dobiti
najvise 5 bodova, tj. za taj slucaj gubi 1 bod. Ako ucenik pogrijesi u racunu i dobije pogresan
rezultat, treba dobiti najvise 5 bodova.
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Zadatak A-3.6.

U trokutu ABC vrijedi <ABC = 2<BCA. Simetrala kuta <BAC sijece stranicu BC u tocki
D tako da je |AB| = |C'D|. Odredi <CAB.

Bodovanje: Uvodenje oznaka i odredivanje kutova potrebnih za primjenu poucka o sinusima
nosi 1 bod. Primjena tog poucka na svaki od trokuta ADC i ABD nosi po 1 bod. Ako ucenik
ne uvede pogodne oznake koje mu omogucavaju daljnje povezivanje kutova trokuta u jednu
trigonometrijsku jednadzbu, ve¢ samo primijenjuje poucak o sinusima na razne trokute treba
dobiti 1 bod od spomenuta pocetna tri boda.

Izvodenje jednadzbe za « i v nosi 1 bod, primjena formule za sinus dvostrukog kuta 1 bod, te
primjena adicijske formule 2 boda. Prelazak na tangense nosi 1 bod i zakljucak da je 2v = «
1 bod. Konacni rezultat nosi 1 bod.

U planimetrijskom rjesenju primjena poucka o simetrali kuta i izvodenje jednakosti ¢? = ab— bc
nosi 1 bod. Izvodenje jednakosti b> = ac + ¢® nosi 5 bodova. Zakljucak da je a = b na temelju
tih jednakosti nosi 2 boda i racunanje kutova 1 bod.

Zadatak A-3.7.

Marko stavlja novci¢e na neka polja 3 x 3 ploce, a zatim zapisuje koliko je novcica u svakom
pojedinom retku i stupcu. Koliko najmanje novci¢a Marko mora staviti na ploc¢u ako zeli da
tih Sest brojeva bude medusobno razli¢ito?

Bodovanje: Tvrdnja da je potrebno barem 8 nov¢i¢a nosi 1 bod. Dokaz te tvrdnje nosi 6 bodova
(1 bod za promatranje zbroja Z, 3 boda za uocavanje da Z mora biti barem 15, te 2 boda za
uocavanje da je Z paran broj). Primjer koji pokazuje da je 8 nov¢i¢a dovoljno nosi 3 boda.
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SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
Dodatne napomene za ispravljace
4. razred — srednja Skola — A varijanta
28. sijecnja 2019.

Zadatak A-4.1.
Umnozak drugog i ¢etvrtog ¢lana aritmeti¢kog niza s razlikom d iznosi —d?. Odredi umnozak
tre¢eg i petog ¢lana tog niza.

Bodovanje: 1 bod nosi uvodenje zapisa i koristenje da se radi o aritmetickom nizu, izvodenje
zakljucka da je az = 0 ili a3 = —2d nosi 4 boda, a konacni rezultat 1 bod.

Zadatak A-4.2.

Odredi sve prirodne brojeve n takve da se neka tri uzastopna koeficijenta u razvoju (1 + z)"
odnose kao 3:4 : 5.

Bodovanje: Uvodenje binomnih koeficijenata vrijedi 1 bod, koristenje definicije binomnih ko-
eficijenata 1 bod, nalazenje dvije jednadzbe za n i k svaka po 1 bod, te rjesavanje sustava
2 boda. Ako ucenik dobije jednu, ali ne i drugu jednadzbu za n i k, dobiva 3 boda za taj dio
rjesenja.

Zadatak A-4.3.
Dokazi da je za svaki prirodni broj n, broj
2...2 —=3"+1
——
n znamenaka
djeljiv brojem 7.

Bodovanje: U rjesenju indukcijom 1 bod nosi provjera baze indukcije, a 5 bodova nosi pro-
vodenje koraka. Od toga, 1 bod je za dovodenje broja s n + 1 dvojki u vezu s brojem od n
dvojki, 2 boda za grupiranje izraza na koji se moze primijeniti pretpostavka indukcije, 1 bod
za sredivanje ostatka izraza te 1 bod za zakljucak.

U direktnom rjesenju 1 bod nosi koristenje dekadskog zapisa. Zadnja dva koraka se mogu na-
praviti obrnutim poretkom, no bez obzira na poredak 3 boda nosi pojednostavljivanje prelaskom
na potencije broja 3, a 2 boda primjena formule za zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog niza.

Zadatak A-4.4.
Odredi broj kompleksnih rjesenja jednadzbe

Bodovanje: Koristenje trigonometrijskog zapisa nosi 1 bod, dobivanje moguénosti za argument
¢ 1 bod, dobivanje izraza koji povezuje k i |z| 1 bod, uocavanje kako rjesenja ovise o parnosti
broja k 1 bod, ukupan broj rjesenje 1 bod te 1 bod uocavanje da je z = 0 takoder rjesenje.
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Zadatak A-4.5.

Kolika je vjerojatnost da za dva sluc¢ajno odabrana broja x, y iz skupa [—2, 2] vrijedi

[z +lyl =1 1 ] =yl <17

Bodovanje: 4 boda nosi postavljanje vjerojatnosnog prostora i skiciranje podrucja u ravnini,
a 2 boda racunanje povrsine tog skupa i trazene vjerojatnosti.

Ucenik ne mora skicirati skup za svaku od nejednakosti zasebno, dokle god je jasno kako je
dosao do sveukupne skice.

Zadatak A-4.6.

Dana je tocka A(0,2) na paraboli y?> = x + 4. Odredi sve tocke B razlicite od A na danoj
paraboli za koje postoji tocka C, takoder na paraboli, takva da je kut <ACB pravi.

Bodovanje: Ucenik nije duzan komentirati slucajeve ¢ = +2 i ¢ = £b, odnosno potencijalne
nule u nazivnicima koeficijenata pravaca AC' i BC.

4 boda nosi dobivanje veze izmedu koordinata b i ¢, te 1 bod uocavanje da se radi o kvadratnoj
jednadzbi. Postavljanje uvjeta pomocu diskriminante nosi 3 boda, a zapis rjeSenja 2 boda.

Zadatak A-4.7.

Povlac¢enjem pravaca paralelnih sa svakom stranicom, jednakostrani¢ni trokut stranice duljine
n podijeljen je na n? jednakostrani¢nih trokuta stranice duljine 1. Koliko najvise duZina du-
ljine 1 na dobivenoj mrezi mozemo obojiti u crveno tako da nikoje tri crvene duzine ne tvore
jednakostrani¢ni trokut?

Bodovanje: Potpuno rjesenje se sastoji od dva dijela: dokaza da ne mozemo obojiti vise od
n(n + 1) segemenata, te primjera u kojem su obojena to¢no n(n + 1) segmenata i nema jed-
nakostrani¢nog trokuta sa sve tri crvene stranice. Rjesenje koje ima jedan, ali ne i oba dijela
treba bodovati sa maksimalno 6 bodova.

Pritom se 2 boda mogu dodijeliti u bilo kojem dijelu za prebrojavanje broja segmenata paralelnih
s jednom stranicom. Tu je tvrdnju takoder moguée dokazati i prebrojavanje ukupnog broja
segmenata preko broja trokuta ili dokazati indukcijom. Ako je prebrojavanje netocno treba
oduzeti ta dva boda. Tocan odgovor bez obrazlozenja nosi 2 boda.

Ako uéenik prvo dokaze da se ne moze obojiti vise od n(n + 1) segmenata koriste¢i osjencane
trokute kao u sluzbenom rjesenju, za preostala 4 boda dovoljno je da primijeti da u svakom od
tih trokuta moze odabrati bilo koja dva segmenta i obojiti ih u crveno.
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